LA NOUVELLE ASTRONOMIE de Johannes Kepler

PARTIE IV
 « Pour réduire les faits à l'essentiel, nous pouvons dire que la génération d'une orbite elliptique de Mars a été reconnue par les mesures de Kepler comme étant le résultat de ce que Gottfried Leibniz réalisa dans sa découverte unique : sa définition du différentiel dans le calcul infinitésimal. Pour le dire simplement : la notion d'infinitésimal que Kepler présenta aux "futurs mathématiciens" était le reflet de la consistance des observations, que l'aire balayée par l'orbite de Mars, relativement au Soleil, variait selon l'ordonnancement aires égales, temps égaux. En d'autres termes : l'orbite elliptique ne déterminait pas le mouvement de Mars, mais c’était plutôt le principe parfaitement infinitésimal d'action physique qui générait l'orbite elliptique avec sa caractéristique propre, la caractéristique des aires égales balayées en des temps égaux ».
Lyndon LaRouche, Réanimer une vraie  économie
Vue d’ensemble
Dans cette quatrième partie, Kepler applique la physique au mouvement de Mars, en trois points : 1 - mesurer les effets de la gravitation, 2 - déterminer la vraie forme non-linéaire du chemin de Mars, 3 - découvrir comment ce chemin est dynamiquement créé. 

Kepler commence dans le chapitre 41 en montrant que la détermination du chemin de Mars à l’aide de 3 observations, méthode qui s’avérerait concluante si l’orbite était circulaire, crée des résultats différents en fonctions des 3 observations choisies. Puisqu'il est possible de déterminer un cercle à l’aide de 3 points, peut-être que la planète ne se déplace finalement pas sur une orbite circulaire. Kepler y reviendra plus tard, après avoir approfondi les tests sur le cercle. Il utilise une autre méthode dans le chapitre 42 pour déterminer l’excentricité et la taille de l'orbite de Mars. Il applique ces nouvelles données dans le chapitre 43, dans lequel il se sert de la propriété aire-temps de la gravitation physique pour déterminer la position longitudinale de Mars. Son résultat est faux de 8' par rapport à son hypothèse suppléante. Il conclut dans le chapitre 44.
 que l’orbite de Mars n’est certainement pas circulaire, et il propose la forme de l’ovale dans le chapitre 45
Dans le chapitre 46, il compare les longueurs générées par cette hypothèse ovale du chapitre 45 à celles générées par l'hypothèse suppléante. Puis, dans le chapitre 47, il développe une manière de mesurer l'aire d'un chemin qui serait ovale pour lui appliquer le concept aire-temps. Il trouve une erreur de 6', qu'il suppose être due à la manière dont il a déterminé les aires. Ainsi, dans le chapitre 48, il utilise la somme des 360 distances planète-Soleil, à chaque degré de l’orbite. C’est très difficile, mais il arrive à un résultat qui n'est faux que de 3'. 

« Donc, bien que nous accédions proche de la vérité dans l'effet de cette méthode, nous n'avons pourtant rien par quoi nous nous glorifions, si nous sommes trompés par ce point de vue, c'est l'opinion exprimée au chapitre 45 ». (page 306)

Les méthodes qu'il a employées soulèvent un paradoxe : il devait toujours supposer le chemin de la planète pour mesurer sa distance au Soleil et ainsi sa vitesse, mais la vitesse déterminait également le chemin. Dans le chapitre 49, il retourne plus directement au processus du chapitre 45, mais il se retrouve encore avec une erreur de 8'. 

« Nous avons pris une certaine quantité ovale à cause du seul arrangement des causes physiques et de cette uniformité agréable du mouvement de l'épicycle crue pourtant fausse ». (pages 308-309)

Dans le chapitre 51, Kepler cherche à savoir si ce mouvement ovale donne les bonnes distances, avec en plus une confirmation de la direction de l'aphélie. Utilisant les données ainsi trouvées, il prouve que le Soleil apparent est nécessairement le centre du monde dans le chapitre 52. Puis il approfondit ses données sur les distances Terre-Mars-Soleil dans le chapitre 53, et applique toutes les distances qu'il connaît pour déterminer précisément le rapport entre les orbites de la Terre et de Mars, ainsi que l'excentricité de l'orbite de Mars dans le chapitre 54. Comparant ces distances précises aux distances générées par les hypothèses ovale et circulaire, Kepler trouve que le cercle est trop grand ; l'ovale peut parfois fonctionner mais avec certaines longueurs trop courtes. La « moyenne » est présentée dans le chapitre 55, et une façon de générer un processus, plutôt qu'une forme en tant que telle, se trouve présentée dans le chapitre 56. 

L'immense chapitre 57 nous confronte alors à la question des principes naturels liés à ce processus. Une correction est amenée dans le chapitre 58chapitre 59 que l'aire circulaire balayée n'est pas simplement proche de la somme des distances depuis la planète, mais est exactement cette somme pour une ellipse. Il va ensuite appliquer tout ce qu'il connait à l'orbite martienne dans le chapitre 60, qui inclut le problème de Kepler posé aux « futurs mathématiciens ».
 pour corriger les boursouflures de l’orbite. Avec ce changement final, Kepler montre dans le 
Animations 

Chapitre 41 – Trois points font-ils un cercle ?

Chapitre 42 – Déterminer l'excentricité

Chapitre 43 – Appliquer aire-temps au cercle

Chapitre 44 – Le chemin n'est pas un cercle

Chapitre 45 – L’ovale

Chapitre 46 – Application de l'hypothèse ovale
Chapitre 47 – Appliquer aire-temps à l’ovoïde
Chapitre 48 – Essayons plutôt distance-temps

Chapitre 49 – Retour aux fondamentaux

Chapitre 50 – Six autres approches

Chapitre 51 – Détermination des distances

Chapitre 52 – Le Soleil moyen définitivement explosé !

Chapitre 54 – Nouveau calcul des rapports

Chapitre 55 – La voie du milieu
Chapitre 56 – Déterminer les bonnes distances
Chapitre 57 – Magnétisme

Chapitre 58 – Correction de l'orbite boursouflée, Création de l’ellipse
Chapitre 59 – Mesurer la distance elliptique avec une aire circulaire

Chapitre 60 – Le problème de Kepler

CHAPITRE 41

Trois points font-ils un cercle ?

Si tu as bien fait tes devoirs, tu sais qu’un cercle peut être tracé à partir de trois points. Pour obtenir 3 points de l'orbite de Mars, Kepler utilise le travail qui a déjà été fait du chapitre 26 au chapitre 28, lorsqu'il enquêtait sur le mouvement de la Terre.
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Chapitre 26
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Chapitre 27
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Chapitre 28

Dans ces chapitres, il regardait Mars depuis plusieurs point de l'orbite terrestre, utilisant des observations espacées de 686 jours (une année martienne). Il avait ainsi pu déterminer précisément la direction de Mars vue depuis le Soleil, ainsi que sa distance au Soleil. Kepler résume ici ses résultats et nous présente un diagramme :

	
	Distance
	Position
	

	Chapitre 26
	147 750
	14°16'52'' du Taureau
	θ

	Chapitre 27
	163 100
	5°24'21'' de la Balance
	η

	Chapitre 28
	166 255
	8°19'4'' de la Vierge
	κ
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L’animation qui suit montre comment il détermine l'excentricité et la direction de la ligne des apsides. Remarque comment il utilise le triangle ηγκ pour avoir des données sur le centre avant même de savoir où se trouve ce centre !

Kepler détermine une excentricité de 9 768 et une ligne des apsides dans 27°8'36'' du Lion, ce qui va à l’encontre de ses calculs précédents. Par exemple, l'aphélie avait été trouvée en 28°48'55'' du Lion dans le chapitre 16, et la bissection de l’excentricité nous avait donné 9 282 d'excentricité. Les valeurs trouvées dans ce chapitre en sont bien loin ! 

« Tu recueilleras de cela toutes les choses qui seraient vicieuses, parce que, toutes les fois que tu auras fait usage d'une autre pour une ou plusieurs des distances à employer (...) se rapportant à un lieu d'un autre excentrique et trouvée par une argumentation irréfutable et également sûre, autant de fois toutes celles-ci se montreront autrement ». (page 259)

Ici, tu peux voir deux ensembles de trois observations. Pour chaque jeu d'observations, nous arrivons « par une argumentation irréfutable et également sûre » à une orbite circulaire différente et donc à une excentricité et une ligne des apsides différentes. 

Kepler nous met en garde dans le titre de ce chapitre en indiquant qu'il travaille « avec cependant une fausse condition ». Mais sais-tu quelle est cette fausse condition ?

CHAPITRE 42

Déterminer l’excentricité

Il semblerait que nous devions tout reprendre depuis le début : les trois positions de Mars utilisées dans le chapitre précédent ont engendré une orbite avec un aphélie différent de celui trouvé à l’aide de l'hypothèse suppléante. 

« Il est sorti de là pour nous, le soupçon que le chemin de la planète n'est pas circulaire ». (page 261)

La distance de Mars au Soleil ne peut être connue en prenant des positions différentes de l’aphélie et du périhélie. Kepler se concentre donc sur les distances à l’aphélie et au périhélie pour avoir une mesure réelle de l'excentricité. 

La position ι est l'aphélie, θ le périhélie. Le grand cercle est l’orbite de Mars, le petit est l’orbite de notre Terre. En utilisant des mesures séparées temporellement par une année martienne (quand la Terre est en δ, ε, λ, γ), Kepler peut mesurer la distance aphéliale. Il peut vérifier si la distance est bonne en calculant la longitude héliocentrique de Mars basée sur la distance ainsi proposée, et voir s’il arrive au même résultat longitudinal pour les 5 observations. Sinon, il doit ajuster la distance. Avec cette méthode, il conclut que la distance aphéliale est de 166 780, et la distance périhéliale de 138 500. 

Ce qui nous donne une excentricité de 14 410, ou 9 264 quand l'orbite de Mars est prise égale à 100 000. Cela est en accord avec la bissection de l'hypothèse suppléante, à savoir 9 282. 

La bissection que Kepler avait prouvé pour la Terre dans la Partie III, et qu'il avait prise pour vérité fondamentale dans le chapitre 32 afin de pouvoir faire l’hypothèse du Soleil comme étant la source du mouvement des planètes, est désormais démontrée pour l'orbite de Mars également.

CHAPITRE 43

Appliquer aire-temps au cercle

Même si nous avons des soupçons quant à savoir si l'orbite de Mars est effectivement un cercle (chapitre 41), nous avons déterminé l'excentricité de manière précise dans le chapitre 42. Ainsi, nous pouvons tester l'hypothèse aire-temps du chapitre 40 pour Mars. L'hypothèse suppléante de la Partie II étant un guide infaillible pour les longitudes, nous pouvons l’utiliser comme outil de comparaison  par rapport au calcul de la position de Mars selon la méthode aire-temps.
Au quadrant (anomalie excentrique de 90°)
	


L'équation optique (l’angle Soleil-planète-centre) est l'angle dont la tangente est 9 264, ce qui fait 5°17'34'' d’équation optique.

Ensuite, nous devons trouver l'aire du triangle bleu, qui est l'équation physique – la différence entre l'anomalie moyenne (l’aire prise depuis le Soleil, balayée par la planète depuis l'aphélie) et l'anomalie excentrique (l’aire prise depuis le centre, mesurée par l'arc circulaire). L'aire de ce triangle est la moitié de sa base multipliée par sa hauteur, donc : 

½ x 9 264 x 100 000 = 463 200 000

Si l'aire complète du cercle est 31 415 926 536, considéré comme 360°, alors l'aire du triangle, 463 200 000, correspond à 5°18'28''. Ce qui est l'équation physique. 

Pour calculer les anomalies, nous avons : 

Anomalie excentrique = 90°

Anomalie moyenne = anomalie excentrique + équation physique = 90° + 5°18'28'' = 95°18'28''

Anomalie égalée = anomalie excentrique - équation optique = 90° - 5°17'34'' = 84°42'26''

En utilisant l'hypothèse suppléante pour une anomalie moyenne de 95°18'28'', nous avons une anomalie égalée de 84°42'2'', qui diffère de celle déterminée par la méthode aire-temps (84°42'26'') de seulement 24''.

À l'octant

À 45°, le triangle de l'équation physique est plus petit qu'à 90°, avec la même base de 9264, mais avec une hauteur plus petite. Si nous savons qu'à 90°, le triangle à une taille de 5°18'28'', alors à 45°, la taille sera de : 

5°18'28'' x Sin(45°) = 3°45'12''

Ajouter cette équation physique à l'anomalie excentrique de 45° nous donne une anomalie moyenne de 48°45'12''. Pour avoir l'anomalie égalée, nous utilisons la loi des tangentes et obtenons 41°28'54''. 

Mais quand nous utilisons l'hypothèse suppléante pour cette anomalie moyenne, nous arrivons à une anomalie égalée de 41°20'33'', qui diffère de celle déterminée par la méthode aire-temps de 8'21''. 

Les anomalies correspondant à une anomalie excentrique de 135° sont déterminées par la même méthode.

Comparaison

	Anomalie Moyenne 
	Anomalie égalée (Hypothèse aire-temps)
	Anomalie égalée (Hypothèse suppléante) 
	Différence 

	0°
	0°
	0°
	

	48°45'12''
	41°28'54''
	41°21'33''
	Aire + 8'21''

	95°18'28''
	84°42'26''
	84°42'2''
	Aire + 24''

	138°45'12''
	130°59'25''
	131°7'26''
	Aire - 8'

	180°
	180°
	180°
	-


Une fois encore, nous trouvons une erreur de 8'. Que se passe-t-il si nous comparons cette erreur avec celle obtenue dans l'hypothèse suppléante bissectée ? Alors que la suppléante bissectée place Mars trop près des apsides, aire-temps la place trop loin. L'hypothèse aire-temps semble faire que la planète passe trop de temps dans la longitude moyenne (autour d'une anomalie excentrique de 90°).

	


Ci-dessous, une animation de cette différence.

	


Cette animation a été réalisée avec la vraie excentricité de l'hypothèse suppléante et l'excentricité utilisée par Kepler dans le chapitre 43 pour aire-temps. Vu que les différences entre les positions sont petites (8' maximum), elles ont ici été exagérées (facteur x 25). Les touches a et z permettent d'accélérer et de ralentir l'animation, la barre espace de faire pause.
Mais d’où vient l’erreur ?

Bien que nous utilisions l'aire comme une mesure du temps dans ce chapitre, le concept d’aire-temps n'est pas le principe premier utilisé par Kepler à ce point-ci des choses. Sa théorie physique nécessite une relation vitesse-distance qui fasse que la planète prenne plus de temps pour un arc égal quand elle est plus éloignée du Soleil. Peut-être cette erreur est-elle venue d’une utilisation incorrecte de l'aire comme approximation de la somme des distances planète-Soleil.
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Retournons à la conchoïde du chapitre 40. On se rappelle que les lignes CA, GA, HA, etc. sont les lignes représentant la distance du Soleil à la planète, alors que les lignes CA, GQ, HR, etc. (les points AQRBSLA se trouvent sur la ligne en pointillés) indiquent les distances diamétrales. L'aire de la conchoïde délimitée par la ligne pointillée AQRBSLA est égale à l'aire du cercle. Ainsi, la somme des distances planète-Soleil (la conchoïde entière) est plus grande, et la plus grande différence entre les deux aires se trouve au niveau des longitudes moyennes (le long de EBA). Donc, en utilisant l'aire circulaire plutôt que la somme des distances, nous avons fait bouger la planète plus rapidement au niveau des longitudes moyennes, car les distances y sont trop petites. Mais nous avons vu auparavant que l'hypothèse aire-temps rend Mars trop lente au niveau des longitudes moyennes. Cette erreur ne peut donc pas être expliquée par la différence entre l'aire et la somme des distances.

« Il y aura pour nous une autre occasion aussi de rechercher ce désaccord ». (page 273)
CHAPITRE 44

Le chemin n'est pas un cercle

Kepler peut comparer les trois distances Mars-Soleil considérées dans le chapitre 41 avec les distances que Mars aurait si son mouvement était circulaire. Pour calculer ces distances, Kepler crée une orbite circulaire correspondant à l'excentricité déterminée dans le chapitre 42. C'est la même orbite qu'il avait utilisée dans le chapitre 43. Voici les résultats de ses comparaisons :

	Distances
	ακ
	αη
	αθ

	Calculées depuis le cercle
	166 605
	163 883
	148 539

	Observées (voir chapitre 41)
	166 255
	163 100
	147 750

	Différence
	350
	783
	789
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Qu'est-ce qui peut causer ces différences ? Des erreurs d'observation ? Non, pas avec les données de Tycho. Le fait d'utiliser le Soleil apparent plutôt que le Soleil moyen ? Non plus, car cela ferait que Mars serait plus proche d'un côté et plus éloignée de l'autre, alors que là, Mars est trop poche des deux côtés de l'orbite. 

« Et ainsi cela est sans ambiguïté : l'orbite de la planète n'est pas un cercle, mais une courbe s'avançant peu à peu vers les deux côtés, et de nouveau aboutissant vers la largeur du cercle dans le périgée. On nomme Ovale une figure de parcours de cette espèce ». (page 276)
 

D'autres preuves pour l'ovale 

Ces différences de distances ne sont pas la seule raison pour conclure que « le chemin de la planète à travers le ciel éthéré n'est pas un cercle ». Kepler a également des preuves de cela dans le chapitre 43 : appliquant aire-temps au chemin circulaire proposé, il en résulte que le mouvement est trop rapide près des apsides et trop lent aux longitudes moyennes. Mais si la planète était ramenée vers l’intérieur de l’orbite au niveau des longitudes moyennes, elle y serait alors plus rapide, et donc elle serait rendue plus lente au niveau des apsides, corrigeant l'erreur !
« Donc les délais tirés de là seront accumulés dans l'aphélie et dans le périhélie par la compensation faite du haut au bas, non autrement que si quelqu'un pressait au milieu un boudin ventru, et par cette compression obtenait par force et faisait sortir un petit renflement depuis le ventre, de préférence aux deux extrémités s'élevant au-dessus et au-dessous de la main.
« Mais si les contraires guérissent les contraires, cette médecine est tout à fait apte à expurger les défauts dont on comprenait que notre hypothèse physique du chapitre 43 ci-dessus souffrait. En effet la planète est destinée à être plus rapide dans les longitudes moyennes, quoique d'abord on saisissait qu'elle est là au juste plus lente (…) ». (pages 276-277)

Kepler couve un œuf

Comment Kepler propose-t-il de réaliser une orbite en forme d'œuf ? Il fait une première proposition dans le chapitre suivant.

CHAPITRE 45

L’ovale

« C'est pourquoi, puisque ces choses se rencontraient ainsi, pour moi, entièrement exempt de crainte au sujet de la quantité de cette marche sur les côtés,  j'ai célébré alors un autre triomphe au sujet de Mars ». (page 281)

Ci-dessous le diagramme du chapitre 39, où l'angle γND varie de manière non uniforme pour maintenir la planète sur un cercle. 
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Dans ce chapitre 45, Kepler émet sa première proposition pour générer une orbite non circulaire. Dans le chapitre 39, il avait montré l’absurdité de faire se déplacer la planète sur son épicycle de manière non uniforme. 
C’est ce qu’il modifie ici : « Qu'il soit donc, quoique cela semble absurde, que AC aille tout à fait inégalement et que la planète aille véritablement également de γ en D » (page 280). Dans la partie supérieure de l'orbite, juste après l'aphélie, l'angle γND sera ainsi plus grand que l'angle γAC, car la planète est lente quand elle est proche de l'aphélie, tandis que sa vitesse sur l’épicycle est constante. Ce qui fait que le chemin se resserre sur les côtés de l’orbite, c’est-à-dire dans les longitudes moyennes.

« C'est pourquoi l'angle γND sera plus grand que l'angle γAC. Et ainsi ND ne sera pas parallèle à AB même, mais sera inclinée vers AC. Et ainsi la planète D ne restera pas sur ce cercle qu'elle commençait à décrire de C, à savoir celui qui passe par C, E, mais pénétrera depuis la circonférence D et la parallèle ND, vers CA. Mais les distances AD calculées à partir des observations montraient cela même au chapitre précédent, à savoir qu'elles n'atteignaient pas jusqu'à la circonférence du cercle CF. Les équations physiques construites montraient encore cela même par l'accumulation des distances AC, AD [la différence de 8' du chapitre 43] ; à savoir que la planète doit devenir plus rapide auprès des côtés de l’excentrique, c’est-à-dire que ses distances depuis le Soleil sont exigées plus courtes ». (page 280)

Ce mouvement est animé ici des excentricités de 0.4, 0.2 et 0.1 (qui sont 40 000, 20 000 et 10 000 chez Kepler).

Excentricité = 0,4
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Excentricité = 0,2 
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Excentricité = 0,1

[image: image11.png]



« Et il convient à un triomphe si éclatant, que nous accordions, bon lecteur, un léger répit (les cinq chapitres suivants, dis-je) ; les rumeurs d'une nouvelle rébellion étant contenues pendant ce temps, que cet apprêt ne soit pas mal employé par nous, sans plaisir ». (page 281)

CHAPITRE 46

Application de l'hypothèse ovale
Dans le chapitre 45, Kepler vient d'émettre une hypothèse sur comment la planète change sa distance au Soleil, mais il est nécessaire de tester cette hypothèse pour voir si elle est valide ou non. Il effectue donc trois essais dans ce chapitre pour tenter d'appliquer cette hypothèse ovale du chapitre 45.

Le cercle fictif

Plutôt que d'utiliser un épicycle à rotation uniforme (un épicycle qui tournerait sur lui-même à vitesse constante), Kepler introduit ici un excentrique fictif avec lequel il va mesurer les distances Soleil-planète à des moments donnés. Les distances données par un excentrique ou celles données par un épicycle tournant sur un concentrique sont équivalentes, comme nous l'avons vu dans les chapitres 2, 39 et 40.

Première tentative

	


Ici le temps qui s'est écoulé depuis que la planète a quitté l'aphélie, est mesuré par l'angle δβε, plaçant la planète en ε sur notre excentrique fictif. Ce qui signifie que la distance de la planète au Soleil est αε. Comme la planète se déplace lentement quand elle se situe vers l'aphélie, elle se trouvera à cette distance αε avant d'atteindre ε, c'est-à-dire quand elle sera en μ.

Pour déterminer le moment où la planète atteint μ, Kepler utilise ses causes physiques, remarquant que l'aire δαε dépasse l'aire δβε comme l'arc δε dépasse l'arc δμ.

Pourquoi ? L'aire δαε représente la somme des distances de la planète sur le temps représenté par l'aire δβε ou l'arc δε. Comme l'aire δαε est plus grande que l’aire δβε, la planète aurait dû se déplacer proportionnellement moins durant cette période de temps, parcourant simplement l'arc δμ.

Problèmes

1. La somme des distances Soleil-planète ne mesure pas exactement l'aire. Voir le chapitre 40 pour de plus amples informations à ce sujet. 

2. Alors que dans le chapitre 40 l'aire était mesurée sur un cercle qui correspondait au chemin de la planète, ici, la circonférence de notre excentrique fictif mesure des temps égaux. Dans le chapitre 40, il était possible d'additionner les distances, car chacune correspondait à des temps qui pouvaient être ajoutés les uns aux autres. Mais là, comme les distances ajoutées le long de la circonférence sont espacées par des temps égaux, il serait erroné de simplement les additionner, même si Kepler dit que la différence serait très petite. Il peut être utile d'étudier l'annexe ci-dessous pour mieux comprendre. 

3. Imaginons que nous réussissions à calculer les deux aires et à définir nos proportions pour déterminer l'arc δμ. Si nous le dessinons depuis le centre, nous aurons l'angle δβμ. Mais il n'est pas possible de construire un angle de manière arbitraire. Pour plus à ce sujet, consulte le Livre I de L'harmonie du monde de Kepler. 

4. Nous ne pouvons utiliser l'angle circulaire δβμ pour mesurer l'arc ovale δμ. 

Annexe : Imagine que tu es capable de marcher à une allure de 3 minutes/km et de courir à une allure de 1 minute/km.

Si tu marches sur 2 kilomètres puis que tu coures sur encore 2 kilomètres, tu évolues à une moyenne de ___ minutes/km.

Si tu marches pendant 6 minutes, puis que tu coures pendant encore 6 minutes. tu évolues à une moyenne de ___ minutes/km.

Quel scénario correspond au chapitre 40, lequel au chapitre 46 ?

Deuxième tentative

Il est certainement possible de déterminer la position de la planète plus directement. Pour éviter la seconde objection de la première méthode, nous pouvons mesurer l'aire balayée, non pas sur l'excentrique fictif, mais le long du vrai chemin de la planète, à la manière du chapitre 40.

« D'autre part dans le vrai chemin de la planète, la surface plane située entre l'arc du chemin et le Soleil α, est assurément de même la mesure du temps par lequel la planète se trouve sur l'arc superposé, selon le chapitre 40 ». (page 286)

	

	

	


	


L'aire εβδ mesure le temps, se déplaçant à vitesse constante le long de la circonférence de notre excentrique fictif. Si l'aire μαδ peut lui être rendue égale, alors la position μ serait la bonne position pour le temps donné.

 

Quand nous superposons les deux triangles, nous voyons que la quasi-totalité de leur aire est commune. Il ne nous reste plus qu'à trouver où couper la ligne βε en η pour avoir μ au bon endroit. Ainsi on pourrait retirer εημ du triangle εβδ et ajouter une aire égale αηβ au triangle μαδ.

Problèmes

1. Encore une fois, l'aire n'est pas égale à la somme des distances (qui est la vraie mesure du temps pour Kepler).

2. Il n'est pas possible de faire cette division menant à l'aire désirée. Kepler écrit ici dans des termes quasi-identiques que lorsqu'il pose le fameux « problème de Kepler » du chapitre 60 : 

« Il n'y a aucune voie géométrique qui enseigne à couper un demi-cercle dans un rapport donné par une ligne droite issue d'un point donné du diamètre ». (Chapitre 46, page 286)
« Ou : partager dans un rapport donné  l'aire du demi-cercle à partir d'un point quelconque du diamètre ». (Chapitre 60, page 384)

3. Comme la planète ne se déplace en fait pas sur la circonférence du cercle, mesurer l'aire le long de ce cercle serait une erreur (μ, par exemple, ne se trouve pas sur le cercle).

Troisième tentative

Essayant d'appliquer son hypothèse ovale des distances à ses principes physiques de distance-temps et aire-temps, Kepler arrive dans une impasse :

« Donc puisque la géométrie nous abandonne, pour que nous ayons cependant la représentation de la ligne qui naît pour nous de la spéculation du chapitre 45, allons, réclamons le secours du manque d'art de notre suppléante du chapitre 16 qui porte, aux temps justes, dans les justes lieux du zodiaques (…) et confondons avec elle le présent (…), ce dont la spéculation du chapitre 45 convainc. » (pages 286-287)

Kepler combine donc les deux idées. Le cercle en pointillés noirs représente l'orbite de l'hypothèse suppléante, avec le centre en C et l'équant en D. Ce cercle va être utilisé pour déterminer la position zodiacale de la planète vue depuis le Soleil (ce qui nous donne le point H). Le cercle continu, centré autour du point B, utilise l'excentricité du chapitre 42 (ou l'excentricité bissectée proposée pour toutes les planète dans la Partie III). Ce cercle va être utilisé pour nous fournir le point F à la distance du Soleil en accord avec l’hypothèse du chapitre 45. En rabattant la longueur AF en AH, un nouveau point (rouge) est créé : c'est la position de la planète en accord avec l'hypothèse du chapitre 45.

	


 « Donc la ligne AG sera construite par deux hypothèses manifestement fausses, pourtant dans une position vraie sous le zodiaque et convenable en longueur, par l'hypothèse du chapitre 45 ». (page 288)

Remarque : Cette animation, comme le diagramme dans le livre de Kepler, place C pile poil entre B et D, ce qui n'est pas correct – mais si C avait été placé à sa bonne position, plus proche de B, cela aurait rendu l'animation plus difficile à appréhender.

Cette combinaison donne une forme d'œuf à l'orbite de la planète, un œuf plus étroit à la base qu'au sommet. Ce qui est plus facile à constater en modifiant l'excentricité sur l'animation, à l'aide des touches s et x. Et les touches a et z permettent d'accélérer et de ralentir l'animation, la barre espace de faire pause.
Mais n'y aurait-il pas une manière de calculer les positions de la planète directement depuis les principes physiques de Kepler et de l'hypothèse du chapitre 45 ? La recherche continue dans le chapitre 47.

CHAPITRE 47

Appliquer aire-temps à l'ovoїde

Un des principaux obstacles rencontrés dans les diverses méthodes du chapitre 46 était la différence entre l'aire du cercle et l'aire de l'ovoïde. De plus, les difficultés qui avaient bloqué Kepler au chapitre 40 sont réapparues – même s'il a pu déterminer l'aire de l'ovoïde, cette aire est toujours différente de la somme des distances. Il considère toutefois cette différence comme étant petite, se référant à ses calculs du chapitre 43.

Déterminer l'aire ovoïdale

Kepler se lance maintenant dans la recherche de la « quadrature de la surface plane oviforme que le chapitre 45 a fait naître ». Il fait appel à « un dieu » ou à « quelque parole divine » (page 291) pour résoudre ce problème, tellement c'est difficile. Et il décide finalement d'utiliser l'aire de l’ellipse pour approximer celle de l'ovoïde.

Dans une preuve géométrique intense (sois prêt à y passer quelques heures avec tes amis), Kepler prouve que l'aire de la lunule δολθ est égale à l'aire du demi-cercle formé par l'excentricité βα, et qu'ainsi la largeur de la lunule est à l'excentricité ce que l'excentricité est au rayon.

En retirant cette aire de l'aire du cercle, Kepler détermine l'aire de l'ovoïde à 31 146 400 000 pour un rayon de 100 000. Il détermine que 100 000 : 9264 :: 9264 : largeur maximum de la lunule, et trouve ainsi que la lunule a une largeur de 858 au quadrant, nombre sur lequel il reviendra plus tard.

Utiliser l'aire de l'ovoïde

Malheureusement, il reste la difficulté de diviser l'ovoïde. Car nous avons bien une approximation de l'aire entière, mais comment la diviser ?

« Mais pourtant il ne suffit pas pour leur emploi que la grandeur de la surface plane de l'ovoïde soit connue. Il est nécessaire que nous connaissions à fond la méthode de la diviser ». (page 294)
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Kepler à nouveau son diagramme du chapitre 40, ajoutant les lettres grecques sur la ligne en pointillés à gauche : CμνοπρD. Ce qui nous donne la largeur de la lunule. Par exemple, Eο est la largeur de la lunule au quadrant. Ce qui signifierait que l'aire à droite de la ligne pointillée CμνοπρD correspond à l'aire de l'ovoïde, mais :

« Mais cela certes, Ô géomètres, n'est pas démontré. » (page 294)

Sur le diagramme, la longueur CμνοπρD est plus longue que CED, alors qu'en réalité la circonférence de l'ovoïde est plus courte que la circonférence du cercle. Voilà encore un bon casse-tête pour les futurs géomètres !

Un autre stratagème

« Parce qu'une libre conclusion n'est pas manifeste pour nous par la géométrie, concluons avec "manque d'art" et quoi d'étonnant ? » (page 295)
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En supposant que l'orbite de la planète est une ellipse parfaite, Kepler peut utiliser un rapport de  proportions entre l'ellipse et le cercle. La même proportion existe entre la perpendiculaire à l'ellipse et la perpendiculaire au cercle sur le diamètre. Quelle que soit sa position, la ligne verte garde toujours la même proportion par rapport à la ligne vert-rouge. De même, l'aire elliptique en vert est toujours proportionnelle à l'aire circulaire vert-rouge.

Ce qui signifie que nous n'avons pas besoin de savoir diviser une aire elliptique : au lieu de cela, nous pouvons utiliser les divisions d'aires circulaires !

Comme l'excentricité n'a pas changé depuis le chapitre 43, Kepler va prendre les mêmes anomalies moyenne et excentrique qu'il avait utilisées pour ce chapitre. Il y a par contre une différence pour l'anomalie égalée – la planète n'est plus vue par le Soleil sur la circonférence du cercle, mais sur celle de l'ellipse.

	


 Aire-temps

Deux aires sont combinées pour nous donner l'aire totale balayée. Bien que la planète se trouve en fait en ν, nous allons utiliser l'aire circulaire basée sur le point B. Celle-ci est composée d'une section circulaire rouge βBδ et d'un triangle bleu βBα. La section circulaire est une portion de l'aire du cercle correspondant à la portion d'angle excentrique de 360°. L'aire du triangle est la moitié de la base (l'excentricité) multipliée par la hauteur (ligne BC = sinus de l'angle δβB).

Et comme l'aire mesure le temps (l'ensemble de l'aire du cercle équivaut à une année planétaire), en trouvant l'angle excentrique qui donne l'aire désirée, puis en sautant du cercle à l'ellipse, nous obtenons la position de la planète.

En route vers l'ellipse

Maintenant, considérons, cher lecteur, le moyen de trouver où le Soleil verra la planète (ce qu’on appelle la position égalée de la planète).

Le triangle αCν va nous permettre de résoudre ce problème. Nous connaissons αβ, l'excentricité. Nous connaissons aussi l'angle d'excentrique δβB, son sinus est BC et son cosinus est βC. Maintenant nous devons déterminer la longueur de νC. À cause de la proportion constante entre le cercle et l'ellipse, Bν : BC a le même rapport ici qu'à 90° d'anomalie d'excentrique, et Kepler connaît ce rapport comme étant 858 : 100 000 depuis la première moitié du chapitre.

Donc Tan(Cαν) = νC / (βC + αβ). Kepler va travailler sur ces anomalies égalées pour des anomalies excentriques de 45°, 90°, et 135°. Voilà ce qu'il va trouver :

Orbite résultante

	Anomalie moyenne 
	Hypothèse suppléante 
	Aire-temps : cercle (chapitre 43) 
	Aire-temps : ovoïde-ellipse 

	48°45'12" 
	41°20'33" 
	41°28'54" 
	41°14'9" 

	95°18'28" 
	84°42'2" 
	84°42'26" 
	84°39'42" 

	138°45'12" 
	131°7'26" 
	130°59'25" 
	131°14'5" 


Comme on peut le voir, l'application de l'hypothèse physique à l'hypothèse ovoïde-ellipse donne de meilleurs résultats que l'hypothèse circulaire du chapitre 43 : nous n'avons ici que 6' ou 7' de décalage, là où nous trouvions auparavant 8' (à l'octant). Et maintenant, étudions de plus près la direction dans laquelle les erreurs sont survenues dans les deux hypothèses.

« Donc des deux hypothèses physiques (...) [on obtient] des équations plus près de la vérité » (page 298)

CHAPITRE 48

Essayons plutôt distance-temps

Et si l'erreur du chapitre 47 venait du fait que nous utilisons l'aire comme mesure du temps ? Après tout, Kepler ne considère toujours pas l'aire comme la vraie mesure du temps, mais seulement comme une manière commode d'ajouter un nombre infini de distances. Pour lui, le vrai principe à ce stade est que la distance au Soleil détermine la vitesse de la planète. Dans ce chapitre, il utilise une mesure du temps par la somme des distances plutôt que par les aires. Et cela a plusieurs avantages :

1. Utiliser le vrai principe de distance, plutôt que l'hypothèse d'approximation aire-temps.

2. La relation inverse ne fonctionne pas si tu additionnes des distances et que tu fais ensuite le processus inverse, ce qui se passe si tu utilises les aires. Voir l'annexe du chapitre 46 pour un exemple.

3. Additionner des distances ne pose aucun problème. 

4. Comme aucune section d'aire n'est impliquée, le problème de la taille des sections d'ovoïde ne se pose plus.

« Et ainsi je me suis appuyé sur cela par une construction neuve, pour que je susse enfin si les équations (...) suivaient encore ». (page 299)

Un calcul difficile

	


Le chemin que prend Kepler pour appliquer cette idée est assez difficile, et nécessitera plusieurs lectures, et peut-être même l'utilisation d'un tableur Excel pour essayer de répliquer la méthode utilisée. Mais la meilleure manière de connaître la démarche de Kepler est bien sûr de la refaire soi-même.

• En utilisant l’idée du demi-cercle fictif, déplaçons l'angle GBD à travers chaque degré de l’anomalie moyenne, et déterminons les distances AG. Additionnons ces distances pour obtenir le chemin de la planète. Kepler trouve une somme de 36 075 562 pour l'ovale entier quand l'excentricité est de 9165. 

• Maintenant, comparons la distance à chaque degré de l'anomalie moyenne avec la distance moyenne Soleil-planète. Plus la distance est grande, moins la planète se sera déplacée dans un certain intervalle de temps. Créons le point C, qui s'est déplacé de la distance appropriée DC et est à la distance du Soleil correspondante pour cette période. DC est inversement proportionnel à la longueur AG. Et pour être en accord avec le chapitre 45, C doit être à la distance AG du Soleil. Des lignes sont dessinées de A et B et passant par C, créant les point E et F.

• Mais comment peut-on déterminer le bon angle DBC, alors que le mouvement se fait le long d'un arc non circulaire DC, plutôt que le long de l'arc circulaire DF ?

« Il n'a donc pas suffi de connaître la longueur DC. Il a fallu encore rechercher l'angle CBD. En effet parce que CD est plus court que FD, donc CD ne mesure pas l'angle FBD, ce qui est CBD ». (page 300)

• Kepler fait quelques approximations : il dit que CE et CF sont égales, et que l'arc EF est imperceptible. En supposant que CD = DF (ou DE), la longueur CD est donc la mesure de l'angle EBD. 

• Maintenant, calculons la longueur AE, et comparons-la à AC (= AG). La différence est CE, supposée égale à CF, qui mesure de combien l’ovoïde se rapproche du centre B. Le rapport AC : AE permet de mesurer de combien l'arc DC doit apparaître plus grand depuis B – la parallaxe optique.

• Corrigeons l'angle CBD selon cette parallaxe optique. Ensuite, avec la longueur connue AC (= AG) et l'excentricité AB, la loi des tangentes peut être utilisée pour construire une table des anomalies égalées CAD pour tous les degrés de l'anomalie moyenne.

Waouh ! Quel boulot ! Et aucune anomalie ne peut être connue sans avoir travaillé sur toutes celles qui l'ont précédé.

« Je ne pense pas qu'il soit quelqu'un à qui ne se glisse pas du dégoût à partir de la lecture elle-même, en lisant cela. Mais le lecteur jugera de là combien nous aurons tiré de peines (moi et mon calculateur) qui avons appliqué trois fois cette méthode le long des anomalies de 180°, bien entendu l'excentricité étant changée autant de fois ». (page 301)

Mais il y a un problème dans tout ça…

Déterminer la distance ovoïdale

Afin de trouver la parallaxe optique pour chaque portion de l'orbite ovale, nous devons d'abord connaître la longueur totale de l'orbite. Sinon, la parallaxe sera fausse, et l'anomalie égalée pour une anomalie excentrique de 180° ne fera pas 180°.

	


Kepler cherchait la quadrature de l'aire de l'ovoïde dans le chapitre 47, il doit maintenant déterminer sa circonférence. Les demi-cercles DR et HK sont centrés sur B, avec les rayons BD et BH correspondant aux axes demi-majeur et demi-mineur, respectivement circonscrit et inscrit à l'ellipse en pointillés verts DR. La circonférence de l'ovoïde doit être plus grande que HK et plus petite que DR. Elle se situera donc entre les deux, mais où exactement ?

Kepler dessine ensuite 2 demi-cercles moyens : DK (en bleu, centré sur I) et OP (en rouge, centré sur B). Le cercle DK a un rayon (et donc une circonférence) qui est la moyenne arithmétique entre les rayons de HK et de DR, alors que OP a un rayon (et une circonférence) qui est la moyenne géométrique entre les deux (D'ailleurs, comment construire OP ?).

Kepler juge comme correct le fait d'utiliser la moyenne arithmétique DK. Il raisonne ainsi : le cercle de moyenne géométrique a la même aire que l'ellipse, alors que le cercle de moyenne arithmétique a un plus grand rayon (et donc une aire plus grande). Mais le cercle a la plus petite circonférence de toutes les formes géométriques pouvant recouvrir une surface donnée ; donc le cercle de moyenne géométrique, ayant une aire égale à celle de l'ellipse, doit avoir une circonférence plus courte. Il ne nous reste alors que le demi-cercle de moyenne arithmétique, dont la longueur est de 179°23'40'' lorsque le demi-cercle KR est à 180°.

Mais… 
Cette longueur arithmétique n'est qu'une estimation. Kepler doit donc faire des hypothèses pour trouver les longueurs de l'ovale et faire le tour des 180° pour déterminer s’il a choisi la bonne longueur d'ovale. Si c'est le cas, il obtiendra une anomalie égalée de 180° pour l'anomalie moyenne de 180°.

« Certes j'ai trouvé tout à fait, non par démonstration, mais par un calcul très laborieux et très persévérant (…) que tel le demi-cercle parfait est 180°, tel l'ovale serait 179°14'15'' ». (page 302)

Ayant trouvé la longueur de l'ovale, Kepler peut maintenant utiliser sa méthode (pour une approche degré par degré, clique ici, tu auras le tableur Excel correspondant). Voilà le mouvement qui en résulte : 

 

	


 

Le point rouge est la planète, le point bleu est la position du point F avant que la parallaxe optique du chemin ovale ne soit prise en compte. Dans quelles régions de l'orbite le point rouge bouge-t-il plus rapidement que le bleu ? Comprends-tu pourquoi ?

Résultats

Kepler peut maintenant appliquer sa fastidieuse méthode, et comparer ses résultats avec son indice de vérité, l’hypothèse suppléante.

	Anomalie moyenne 
	Anomalie égalée
	Anomalie égalée (suppléante) 
	Différence 

	45° 
	38°5'33" 
	38°4'54" 
	+ 39" 

	90° 
	79°31'31" 
	79°27'41" 
	+ 3'50" 

	135° 
	127°0'1" 
	126°51'9" 
	+ 8'52" 


Ces erreurs, notamment celle des 90°, indiquent à Kepler que l'excentricité de 9 165 est trop grande. Refaisant cette longue série de calculs pour une excentricité de 9 230, il obtient :

	Anomalie moyenne 
	Anomalie égalée 
	Anomalie égalée (suppléante) 
	Différence 

	45° 
	38°2'24" 
	38°4'54" 
	- 2'30" 

	90° 
	79°26'49" 
	79°27'41" 
	- 0'52" 

	135° 
	127°56'25" 
	126°52'0" 
	+ 4'25" 


Comme dans le chapitre 47, la planète va trop vite au niveau des longitudes moyennes. Mais ces résultats sont plutôt bons – ce sont les plus proches que Kepler ait obtenus par rapport à l'hypothèse suppléante depuis qu'il a commencé à tester ses causes physiques.

« Donc puisque je semblais toujours accéder vers les équations vraies produites au chapitre 16 par l'hypothèse suppléante, cela d'autant plus près qu'il était reconnu plus habilement et plus convenablement à la méthode de conduire le calcul, aux causes physiques introduites au chapitre 45, je me félicitai beaucoup, confirmé dans l'opinion du chapitre 45.
« Au contraire, puisque j'étais mécontent des multiples "manques d'art" avec lesquels je combattis en ce chapitre, je ne cessai pas que je ne m'appuyasse sur quelque voie plus commode et plus sûre, et en même temps je commençai de soupçonner ce que l'opinion du chapitre 45 avait proposé, le résultat n'est pas même certainement ainsi par le calcul  ». (page 304)
CHAPITRE 49

Retour aux fondamentaux

Difficultés 

Pense, cher lecteur, à toutes les difficultés rencontrées pour essayer d'appliquer l'hypothèse du chapitre 45 : nous ne pouvons savoir quelle portion du chemin ovale correspond à un temps donné, car nous ne connaissons pas la longueur totale de ce chemin, qui ne peut être connue sans connaître la largeur de la lunule, qui elle-même ne peut être connue sans connaître le mouvement, ce qui nécessiterait de connaître la longueur totale de l'orbite ! 

Alors, c’est un ovale ou un cercle ?
« Et du moins ce n'est pas un défaut de notre entendement, mais très étranger des courses planétaires par l'ordonnateur même du premier âge : nous n'avons pas trouvé jusqu'ici dans le reste de ses œuvres une telle connaissance préalable "non géométrique". C'est pourquoi, ou une autre méthode d'amener vers les calculs l'opinion du chapitre 45, est à entreprendre ; ou si cela ne peut être fait, cette opinion même sera peu sûre, comme suspecte relativement à cette pétition de principe ». (page 305) 

Kepler considère que sa méthode de penser des trois chapitres précédents contient une erreur : l'orbite ovale résultait à la fois de la forcepuissance motrice du Soleil et de celle de l'épicycle planétaire. Il sépare maintenant les deux, utilisant l'hypothèse de l'épicycle à mouvement uniforme pour générer les distances planète-Soleil, puis il déplace le centre de l'épicycle à la vitesse correspondant à cette distance. Ainsi ce n'est pas le temps que met la planète E pour traverser un arc donné BE qui est déterminé par sa distance au Soleil, mais plutôt le mouvement GD du centre de l'épicycle D. Avec cette hypothèse, on peut enfin mettre à bas tout argument de circularité.
	


Kepler crée deux catalogues de valeurs afin de déterminer les anomalies égalées de la planète.
Deux catalogues
1. Pour chaque degré d'anomalie moyenne, calculons la distance planète-Soleil et l'angle DAE (la partie de l'équation due au mouvement de la planète autour de son épicycle). Ces valeurs peuvent être trouvées avec la loi des tangentes (pour avoir l'angle) et la loi des sinus (pour avoir la distance AE). 

2. Considérons la distance Soleil-planète à chaque degré d'anomalie moyenne. Plus la distance est grande, plus le mouvement est petit. 

Nous pouvons utiliser cette relation pour déterminer la quantité de déplacement du centre de l'épicycle pour chaque degré d'anomalie moyenne, avec un mouvement plus petit quand la planète est loin. 

Comme exemple, voici ci-dessous les valeurs pour les premiers degrés de l'anomalie moyenne : 

	Moyenne 
	Distance 
	Équation 
	Déplacement de l'épicycle 

	0° 
	109 264 
	0° 
	0° 

	1° 
	109 263 
	0,0848° 
	0,9133° 

	2° 
	109 259 
	0,1695° 
	1,8265° 

	3° 
	109 252 
	0,2543° 
	2,7399° 


Comme nous pouvons le voir, la planète se déplace lentement à l'aphélie, avec un épicycle qui se déplace de moins de 1° par degré d'anomalie moyenne. 

Clique ici pour voir le tableur Excel des catalogues de Kepler. Il faut remarquer que ce que note Kepler page 307 ne fonctionne pas : « Donc 60 minutes ou 3600 secondes étant multiplié par 100 210 et divisé 180 fois par toutes les distances du demi-cercle »,  car 100 210 est trop grand. Regarde le tableur pour savoir ce qui doit être pris comme « distance moyenne » pour ces calculs. 

Ci-dessous, le mouvement résultant, calculé exactement comme Kepler le décrit dans ce chapitre. Remarque que l'œuf a la tête en bas par rapport à l'orbite du chapitre 46. Utilise les touches s et x pour ajuster l'excentricité. 

	


Les résultats de Kepler 

Kepler parcourt les 180° du demi-cercle pour développer une table complète des anomalies égalées, qu'il peut ensuite comparer avec les résultats de l'hypothèse suppléante. Voilà ce qu'il trouve : 

	Anomalie moyenne 
	Égalée 
(chapitre 49) 
	Égalée 
(suppléante) 
	Différence 

	45° 
	37°56'43" 
	38°5' 
	−8' 


	90° 
	79°26'35" 
	79°27' 
	0 

	120° 
	110°28'8" 
	110°18½' 
	+9½' 

	150° 
	144°16'49" 
	144°8' 
	+9' 


Maintenant la planète se déplace trop rapidement aux longitudes moyennes – encore une fois, une erreur opposée à celle du chapitre 43. Ces erreurs sont plus grandes que celles trouvées dans le chapitre 48. 

« Mais, ô courageux, si j'avais été inquiet au sujet de l'effet, j'aurais pu surseoir à tout ce travail, me contentant de l'hypothèse suppléante, étant ainsi avisé, parce que ces erreurs auraient été pour nous le chemin vers la vérité ». (page 308)
Avec ces nouveaux calculs, libéré du cercle, nous pouvons conclure que l'erreur ne réside pas dans la méthode pour appliquer l'hypothèse du chapitre 45, mais dans l'hypothèse elle-même.
CHAPITRE 50
Six autres approches

« Quel petit amas de froment avons-nous amassé de ce battage ? » (page 311)
Une erreur dans les chapitres précédents
Lorsque Kepler utilisait la somme des distances pour mesurer le temps dans les chapitres 48 et 49, il avait divisé le demi-cercle fictif en parties égales pour obtenir la distance Soleil-planète à chaque degré d'anomalie moyenne. Mais était-ce vraiment cela que Kepler avait fait lorsqu'il avait développé l'utilisation de la somme des distances dans le chapitre 40 ? Rejette un coup d'œil à la page "aire-temps" pour voir l'animation de l'addition d'un nombre infini de distances. 

Ici, Kepler fait quelque chose de différent.
Quelle est la différence ?
Le concept "aire-temps", introduit d'abord dans la Partie III, repose sur le principe que le temps mis par la planète pour se déplacer d'une certaine portion d'arc, est mesuré par sa distance au Soleil. Tous les arcs de déplacement sont pris égaux, et la somme des distances au Soleil (ou l'aire balayée, en tant qu'approximation) donne une mesure précise du temps que la planète a mis pour traverser ces arcs. Mais maintenant, les distances sont additionnées pour une certaine quantité d'anomalie moyenne. Voilà à quoi ressembleraient ces portions égales d'anomalie moyenne sur l'excentrique de la planète (ici exagéré) :

	


Si nous ajoutons les distances au Soleil de cette façon, nous avons une surestimation des distances au Soleil près de l'aphélie (puisqu'il y en a plus pour une même portion d'arc), et une sous-estimation lorsque la planète est proche du périhélie (puisqu'il y en moins).
Six nouvelles approches
Kepler va essayer six autres approches pour déterminer les équations, que nous ne détaillerons pas ici. Ne te préoccupe pas trop d'une compréhension complète de ce chapitre 50, à moins que tu ne maîtrises déjà les chapitres 51 à 60. De plus, nous avons également L'Harmonie du monde à travailler ! 

Plus de détails à venir, mais ce n'est pas pour tout de suite.
La sixième méthode de Kepler 

La sixième méthode de Kepler introduit une nouvelle façon de penser l'épicycle : 

« Et cette forme est d'autant plus commode que nous pouvons ici abandonner l'autre croyance au sujet du mouvement de la planète sur l'épicycle, et nous approcher plus d'un pas de la vérité de la cause physique, n'abandonnant rien à l'épicycle si ce n'est le balancement sur le diamètre ». (page 318) 

Ce qui veut dire qu'au lieu de penser un épicycle qui tournerait autour d'un point vide, il faut plutôt imaginer la distance planète-Soleil qui augmenterait et se réduirait le long d'une ligne radiale qui passerait par le Soleil. Mais qu'est-ce qui cause ce « balancement », comme le nomme Kepler ?
Accroche-toi jusqu'au chapitre 57 pour le découvrir.
CHAPITRE 51
Détermination des distances

« Tandis que je triomphe dans ce mode au sujet des mouvements de Mars, et que j'ourdis, pour lui vaincu complètement, les prisons des tables et les entraves des équations de l'excentrique, tandis qu'il est annoncé en divers lieux une victoire indiscrète, la guerre devient plus violente dans le corps tout entier. Car certes l'ennemi dans la maison comme prisonnier, méprisé, a brisé les liens des équations et a ouvert les prisons des tables. En effet aucune méthode de ce qui a été écrit de l'opinion du chapitre 45 n'étant géométriquement développée, n'a pu rivaliser avec l'hypothèse suppléante du chapitre 16 (qui possède les vraies équations à partir de causes restants fausses). (…) Si je n'eusse fourni rapidement de nouveaux secours des méthodes physiques aux anciens dispersés et mis en fuite, et que je me fusse appliqué sans aucun délai interposé, conduit en toute diligence sur les traces mêmes du côté où le prisonnier s'échappait. J'exposerai l'une et l'autre chose, comme elle se produisit dans l'ordre, dans quelques chapitres suivants. 
« Et comme je dirai en premier début, je rechercherai d'abord plusieurs distances des lieux de l'excentrique, pour que la confiance en la chose soit plus entière ». (page 319)
Nous pouvons trouver les distances de Mars au Soleil à différentes positions le long de son excentrique en prenant des observations non achroniques avec la loi des sinus. Nous allons prendre un exemple, et ensuite reprendre toutes les distances que Kepler utilise. 
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Ici, l'exemple de la page . Suivez avec le diagramme en couleur, vu avec les yeux de Dieu au-dessus du plan de l'excentrique. Le Soleil est en jaune, la Terre est en bleu, Mars en rouge. 

« Deuxièmement je prouverai la même chose dans des parties plus près de l'aphélie. En l'an 1589, le 5 avril à 11 heures 23 minutes, Mars fut observée dans 7°31'10'' du Scorpion, avec la latitude 1°28'13'' boréale, près du méridien, et ainsi dans aucune variation horizontale. La longitude moyenne est arrêtée 7 signes 9°46'8''. Et l'aphélie est dans 4 signes 28°51'8''. Donc l'anomalie moyenne est 70°55'0'' à laquelle correspond par l'hypothèse suppléante l'anomalie égalée 61°17'35''. Et ainsi le lieu excentrique est dans 0°8'43'' du Scorpion. Le lieu du Soleil dans 25°52'43'' du Bélier. Sa distance depuis la Terre 100 090. L'angle à la Terre 11°38'27''. À la planète 7°22'27'' ». (page 323)
Note : la version française de La Nouvelle astronomie indique que « Mars fut observée dans 7°31'10'' de la Vierge ».

7°31'10'' du Scorpion – 25°52'43'' du Taureau = 11°38'27'' 
(le Taureau est à l'opposé du Bélier)
7°31'10'' du Scorpion – 0°8'43'' du Scorpion = 7°22'27''
La distance Terre-Soleil est établie à 100 560.

Donc par l'utilisation de la loi des sinus :

100 560 / Sin(7°22'27'') = distance Mars-Soleil / Sin(11°38'27'')

distance Mars-Soleil = 100 560 x Sin(11°38'27'') / Sin(7°22'27'') = 158 090
« Donc la distance de Mars depuis le Soleil, 158 090 ». (page 323)
La même technique va être appliqué le long du chemin de la planète : à 87° et -87° ; à 71° et -71° ; à 43° et -43° ; à 12° et -12° ; à 113° et -113° ; à 162° et -162°. Les deux longueurs de chaque côté de la ligne des apsides sont toujours trouvées identiques. Vois ci-dessous :
	


« Donc, de cette très longue induction, au moyen de plusieurs lieux de l'excentrique, il apparaît que les distances de Mars depuis le Soleil dont les points de l'orbite sont également éloignés de l'aphélie, sont successivement égales, ce que nous avons recherché par les chapitres 16 et 42. Parce qu'il est évident que cet argument tiré de l'aphélie se tient bien ». (page 329)
CHAPITRE 52
Le Soleil moyen définitivement explosé !
« Et ainsi, de nouveau, j'ai accompli la promesse du chapitre 6 et surtout l'engagement dans cet ouvrage en dehors de toute pétition de principe ; j'ai montré que l'excentrique de Mars ne pouvait être rapporté si ce n'est au Soleil, et par conséquent tandis que j'ai examiné les observations de Mars détournées du moyen mouvement du Soleil vers le mouvement apparent lui-même du Soleil, non la théorie seule mais encore les faits observés eux-mêmes se tiennent pour moi ». (page 333)
Ultime Déclaration d'indépendance vis-à-vis du Soleil moyen
Kepler s'exprime assez clairement ici pour qu'il soit inutile de le paraphraser. Une seule chose dans ce chapitre peut provoquer la confusion, à la page 332, lorsqu'il parle de la ligne des apsides alternative passant par le Soleil moyen, joignant ainsi les points H et F, et créant un nouveau centre I. Il se réfère au chapitre 6, mais il semble plus judicieux de se référer ici à une partie spécifique du chapitre 5. Dans les pages 27 à 31, Kepler rejette en effet la construction d'une ligne des apsides passant par le Soleil moyen et par un centre déterminé par le Soleil apparent. Il préfère plutôt connecter le Soleil moyen à l'équant de Mars, créant une nouvelle hypothèse qui diffère de celle du Soleil apparent de seulement 4'24''. Cher lecteur, tu pourrais être surpris de voir Kepler prendre le Soleil apparent pour centre du mouvement uniforme, point H ici, plutôt que le centre de l'orbite terrestre (point B), mais rappelle-toi ce qui avait été développé dans la Partie III – l'excentricité bissectée de la première inégalité avait introduit le point B, qui n'existait pas dans le diagramme du chapitre 5. Le Soleil moyen est l'équant de l'orbite de la Terre, ce n'est pas son centre. 
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Rappelons-nous que dans le chapitre 51, les distances Soleil-Mars sur les côtés opposés de la ligne des apsides étaient égales. Sur le diagramme de la page 332, A est le vrai Soleil, B le centre de l'orbite de la Terre, et C le centre de l'orbite de Mars. Il est évident que si AE et AD sont constamment trouvés égaux le long de l'orbite, la ligne AC est donc bien la ligne des apsides, et le Soleil moyen ne se trouve pas dessus ! Changer la ligne des apsides de AC en HF nécessiterait que la position de la planète en D soit plus proche du Soleil que sa position en E, ce qui va à l'encontre de toutes les distances déterminées dans le chapitre 51.
L'ovale
Ajoutons à cela que, comme nous l'avons vu depuis le chapitre 44, Mars ne se déplace pas sur un cercle. Mais les distances au Soleil prouvent qu'elle se rapproche du Soleil au niveau des longitudes moyennes : son orbite est ovale. Cependant, cette symétrie vue au chapitre 51 nous indique que le chemin physique de la planète a réellement AC pour ligne des apsides. La placer le long de HF nous donnerait une forme bancale.
	


CHAPITRE 54
Nouveau calcul des rapports

Les distances
Dans ce chapitre, Kepler approxime les distances aphéliales et périhéliales de Mars en utilisant les distances trouvées dans le chapitre 51. Les deux distances qu'il utilise dans ce chapitre sont la distance à l'aphélie (en vert) et au périhélie (en violet).
	


Après avoir fait les corrections pour ces distances (en prenant en compte les latitudes), Kepler détermine : 

à 11°52' d'anomalie moyenne –> 166 260 

à 161°30'½  d'anomalie moyenne –> 139 049  

	


Prise en compte de l'inclinaison
Regardons comment Kepler ajuste la distance au périhélie. 139 000 n'est pas la vraie distance à Mars (rouge), mais plutôt au point (noir) sur l'écliptique depuis lequel une perpendiculaire peut être projetée sur Mars.
À 21° des Poissons, la planète est à 35° de sa limite (la position d'inclinaison maximale), et à 55° du nœud. L'inclinaison maximale a été déterminée comme étant de 1°50' dans le chapitre 13. Kepler calcule ici à nouveau l'inclinaison (l'angle écliptique-Soleil-Mars) : 

1°50' / Sin(90°) = Inclinaison / Sin(55°)

Inclinaison = 1°31'½
« Lequel lieu est éloigné de 35 degrés de la limite et pour cette raison (…) l'excès de la sécante sera 35 ½ qui valent 49 dans notre dimension ». (page 342)
À partir du diagramme ci-dessus, il est clair que la vraie distance de Mars est la sécante, si la distance au point noir est considérée comme notre unité de base. Utilisant la table des sinus, nous trouvons : 

Sécante 1°31'½ = 100 035 ½

Si on prend 139 000 pour 100 000, alors 35 ½ nous donne 49, c'est-à-dire que la longueur 139 000 doit être augmentée de 49, ce qui nous donne une distance Mars-Soleil de 139 049 à cette position.
Estimer les distances apsidales (Au secours !)
Maintenant que Kepler a corrigé les distances Mars-Soleil autour des apsides, il doit estimer quelle sera distance quand la planète sera directement sur les apsides. Ce qui est très difficile !
Si tu arrives à trouver comment Kepler a obtenu ses chiffres (ou si tu sais expliquer la note 2 page 539 de la version anglaise de La Nouvelle astronomie), envoie-nous tout de suite un mail.
Kepler ne suppose pas l'existence du cercle lorsqu'il fait ses corrections, mais il ne semble pas supposer non plus l'ovale du chapitre 45. Nous avons obtenu 153, là ou Kepler trouve 164, en utilisant une orbite circulaire et l'anomalie excentrique de 10°54' d'après le tableur ci-dessous. 

Si cela peut t'aider, clique ICI pour obtenir le tableur Excel, que tu peux utiliser pour obtenir les anomalies égalées correspondant aux anomalies moyennes que Kepler donne en utilisant l'hypothèse suppléante. De plus, le tableur te fournit l'anomalie excentrique en supposant une orbite circulaire avec une excentricité de 9 265.

CHAPITRE 55
La voie du milieu
« Il est donc visible que le chemin de la planète n'est ni un cercle, ni n'entre autant sur les côtés du cercle que n'entre cet ovale né de l'opinion du chapitre 45 et décrit au chapitre 46 ; mais il s'avance par une voie intermédiaire ». (page 343)

La voie intermédiaire
Equipé des distances obtenues aux chapitres 51 et 53, Kepler peut évaluer son hypothèse ovale du chapitre 45, non seulement du point de vue des longitudes (examinées dans les chapitres 46-50), mais aussi du point de vue des distances au Soleil. S'il est vrai que la planète ne se déplace pas sur un cercle, l'ovale du chapitre 45 semble faire un peu trop rentrer la planète sur les côtés, d'une distance deux fois trop grande pour être tout à fait précis. 

Cela peut également être vu par l'erreur longitudinale des modèles. Le modèle circulaire du chapitre 43 faisait se déplacer la planète trop lentement aux longitudes moyennes, alors que l'hypothèse ovale du chapitre 45, appliquée dans les chapitres 47 et 49, donnait le résultat exactement opposé – la planète allant trop vite au niveau des longitudes moyennes.
Kepler n'a donc plus aucune raison de continuer à considérer son hypothèse du chapitre 45 : 

« Et ainsi rien ne nous empêche que nous ne disions que la chose est très sûrement démontrée, à savoir que l'opinion du chapitre 45 tombe dans un défaut contraire, tandis qu'elle remédie à l'excès du cercle parfait. 
« C'est pourquoi les causes physiques du chapitre 45 disparaissent dans les fumées ». (page 344)
Animation
Ici, le point M trace le chemin moyen entre le point D (qui forme l'ovale en pointillés rouges du chapitre 45) et le cercle noir. Kepler ne propose cependant pas que la planète se déplace à la vitesse de M, mais simplement que le chemin tracé par M donne des distances Soleil-planète plus précises. 

Excentricité = 0.4
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Excentricité = 0.2 
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Excentricité = 0.1

(proche de celle de Kepler, 9 265, des chapitres 42 et 54) 
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CHAPITRE 56
Déterminer les bonnes distances

« Pendant que je m'appliquais scrupuleusement à cette méditation, pendant que je réfléchissais que rien n'était tout à fait affirmé au chapitre 45, et qu'ainsi mon triomphe au sujet de Mars avait été indiscret, je tombai par hasard fortuitement sur la sécante de l'angle 5°18' qui est la mesure de l'équation optique maximale. Comme je la vis être 100 429, je fus ici comme réveillé d'un sommeil, je regardai une nouvelle lumière et je commençai de raisonner ainsi (...) ». (page 345)
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Kepler est donc maintenant doté de la méthode pour obtenir les bonnes distances de la planète au Soleil, en coupant la moitié de la lunule comme précédemment. Retournons au diagramme de l'orbite circulaire du chapitre 40.
Sur l’orbite circulaire, la planète était censée être en V. Maintenant, elle est toujours dans la direction de V si on la regarde depuis le centre B, mais à une distance de B égale à RV, si R est la perpendiculaire à BV projetée sur A. On peut voir le nouveau point rouge proche de V, plus petit (Pourquoi Kepler dit-il que cela remplace le rayon par la sécante ?). Ainsi est construite la bonne position de la planète. Il n'y a plus de rotation sur un épicycle : la planète se balance désormais sur la ligne de distance. 

(Note : ce diagramme contient une légère exagération – Mars devrait se trouver plus proche de V) 

Voici une animation de ce processus pour l'ensemble de l'orbite. Les deux lignes bleues sont toujours de la même longueur. Le chemin n'est pas parfaitement elliptique, Kepler va dire qu’il est « gonflé des joues » dans le chapitre 58. 

	


La distance Soleil-Mars est construite pour être égale à la distance bleu-vert. Après avoir cliqué sur l’animation, s et x permettent d’ajuster l'excentricité, a et z permettent d'ajuster la vitesse, la barre d'espace permet de faire une pause.
Test de l’hypothèse
Cette technique crée-t-elle les bonnes longueurs ? Voici ci-dessous la table présentée à la fin du chapitre 56, dans laquelle Kepler annonce son succès : les résultats de cette méthode correspondent aux distances Mars-Soleil telles qu’elles avaient été déterminées dans le chapitre 51. 
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« Il apparaît donc, à partir d'observations très nombreuses, que le chemin de la planète dans le ciel éthéré n'est pas fait circulaire, mais de figure ovale, et qu'il est balancé sur le diamètre (...) ». (page 349)

CHAPITRE 57
Magnétisme

« Le fleuve est l'apparence immatérielle de la vertu magnétique dans le Soleil. Pourquoi donc n'y aurait-il pas quelque rame au sujet de l'aimant ? Et si donc tous les corps des planètes étaient certains aimants ronds ? Au sujet de la Terre (une parmi les planètes pour Copernic), ce n'est pas douteux. Guillaume Gilbert le prouva ». (page 351) 

Sur les causes physiques
La méthode du balancement du chapitre 56 nous avait donné les bonnes distances. Mais Kepler ne pouvait présenter ce balancement comme étant à la base du véritable mouvement de la planète, sans y ajouter une explication de pourquoi le balancement se ferait-il de cette manière, le long des distances diamétrales, et pas autrement.
Kepler pose donc la nécessité de rechercher les causes naturelles qui créent ce balancement de la planète. Il donne tout d’abord l'exemple du marin muni d’une rame. Comme la planète est déplacée sur le fleuve circulaire qui parcourt son orbite, le marin fait tourner sa rame une fois pour deux tours d’orbite effectués par la planète. De cette manière, la rame est toujours placée de façon à amener la planète vers le Soleil dans le demi-cercle descendant, et de la repousser loin du Soleil dans le demi-cercle ascendant (cela est similaire au chapitre 38).

Note : le courant poussant à l’encontre de la rame en D et en E conduira la planète vers le Soleil, alors qu’il la repoussera du Soleil en G et en H.

[image: image22.jpg]



« Ajoute qu'alors que la force du fleuve est faite matérielle (…), la force du Soleil n'est pas construite. Donc il faut qu'il soit comparé autrement avec les planètes ; et elles n’ont pas besoin de rame, d'instrument matériel pour recueillir la force des poids (puisque cette apparence motrice du Soleil leur manque). Raisonnablement nous ne jugeons pas les astres dignes de rame corporelle, aussi longtemps que nous les posons de forme arrondie.
« Mais il naît un autre exemple de cette réfutation, qui sera peut-être plus approprié. Tel fleuve, telle rame. Le fleuve est l'apparence immatérielle de la vertu magnétique dans le Soleil. Pourquoi donc n'y aurait-il pas quelque rame au sujet de l'aimant ? Et si donc tous les corps des planètes étaient certains aimants ronds ? Au sujet de la Terre (une parmi les planètes pour Copernic), ce n'est pas douteux. Guillaume Gilbert le prouva ». (page 351)
Causes naturelles : le principe de l'aimant
Kepler introduit le magnétisme comme mécanisme par lequel les planètes s'approchent et s'éloignent du Soleil.
« Mais cette vertu doit être décrite plus précisément ; c'est-à-dire que le globe de la planète ait deux pôles dont l'un suivra le Soleil, l'autre fuira à partir du Soleil. Qu'un axe de ce mode soit d'autre part représenté pour nous par une petite langue magnétique, et que sa pointe réclame le Soleil ; d'autre part qu'elle soit retenue, contre sa nature magnétique désirant le Soleil, constamment parallèle à elle-même dans tout le transport du globe, si ce n'est (…) à l'avancement de l'aphélie ». (page 351)

Sur le côté gauche de l'orbite planétaire, la face attractive de l'aimant est dirigée vers le Soleil, et la distance de la planète au Soleil décroît ; sur le côté droit, le côté répulsif de l'aimant est face au Soleil, et la distance de la planète au Soleil augmente.  Dans l'idée de Kepler, le Soleil est un pôle magnétique unique, qui attire toujours le même côté de l'aimant planétaire, quelle que soit son orientation. Ci-dessous le mouvement de la planète, avec une ligne allant du Soleil à la planète pour aider à percevoir le changement de distance de la planète. 

	


La touche o permet de faire apparaître et disparaître l'orbite. Où est le centre, et qu’est-ce que c’est ? 

Ce mouvement magnétique nous donne même une explication du mouvement ralenti à l'aphélie :
« Soit en effet que cette force de l'axe de diriger vers le Soleil enlève quelque peu à la vertu de retenue suivant la mesure de son rapport avec elle [maintenant l'aimant parallèle à lui-même]. (…) Donc dans le demi-cercle de l'aphélie (…) la queue s'opposera au Soleil (…) et ainsi l'aphélie deviendra rétrograde (…). Mais dans le demi-cercle du périhélie, vainquant de nouveau la force de retenue en sens contraire. Donc le périhélie deviendra direct et rapide. Pour cette raison la force d'orientation de l'axe magnétique vers le Soleil est plus forte au périhélie qu'à l'aphélie (…). Et ainsi est visible la cause pour que les apsides progressent, ne rétrogradent pas ». (page 353-354, retraduit) 

Le pôle attractif de l'aimant est tiré vers le Soleil, alors que le côté répulsif en est chassé. Par conséquent, à l'aphélie et au périhélie, l'aimant se verra donner une impulsion de rotation. Mais cette impulsion est plus forte au périhélie (représenté par une plus grande flèche) qu'à l'aphélie. Ce qui donne une progression de l'aphélie dans la même direction que le mouvement de la planète (plutôt qu’une rétrogradation dans la direction opposée).
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Clique ici pour une animation.

Cette action magnétique correspond au mouvement général de la planète (rapprochement et éloignement), mais l'action physique de l'aimant correspond-elle au balancement diamétral mis en avant au chapitre 56 ?
L'action magnétique
	


Voici comment Kepler se représente l'action de l'aimant. Ceci est une image du corps de la planète, avec la direction des fibres magnétiques qui est indiquée par la flèche, comme dans les animations ci-dessus. Ce qui fait de l'angle KBI l'anomalie égalée. Kepler pense que la longueur CN, le sinus de l'anomalie égalée, permet de mesurer l'intensité de la puissance magnétique à cette position de la planète.
Il commence en amenant une conclusion à laquelle il était arrivé dans son livre sur l'optique : dans une balance équilibrée au centre, l'angle selon lequel reposent les deux plateaux indique le poids contenu dans les deux plateaux. Plus spécifiquement, Kepler utilise cette analogie : supposons l'aimant tenu en B par le pôle vertical CB (incline légèrement la tête, ça aide). Par sa loi de la balance, la masse du plateau en D est à la masse du poids A comme PA est à DP. Ces masses, dans le cas de la balance, sont prises comme étant la puissance d'attraction et de répulsion de notre aimant. Et comme le côté attractif D est plus proche du Soleil que le côté répulsif A, la force d'attraction moins la force de répulsion donnera l'attraction nette. Créons un point S avec SA égal à DP, Kepler retire la force de répulsion SA (=DP) de la force d'attraction AP, ne gardant que l'attraction nette SP. À noter que le résultat est égal à deux fois CN, le sinus de l'anomalie égalée. Ainsi, le sinus de l'anomalie égalée mesure l'intensité de la puissance magnétique. 

	


	


Mais quel est le résultat de l'application constante de l'attraction et de la répulsion magnétique ? Le balancement diamétral du chapitre 56 nous dit que le sinus inverse de l'anomalie excentrique est la mesure de ce balancement : 

Au lieu de prendre la distance du Soleil à la position excentrique, l'hypothèse du chapitre 56 demande de prendre plutôt la distance diamétrale – de la position excentrique sur le cercle jusqu’à la perpendiculaire à la ligne diamétrale projetée sur le Soleil. Cette distance est plus courte que la distance à l'aphélie, de la valeur montrée ici en rouge – le sinus inverse de l'anomalie excentrique. Ce qui veut dire que la distance planète-Soleil y est plus petite qu’à l'aphélie.
Essaie de dessiner d'autres angles sur un papier. Quel est le sinus inverse pour une anomalie excentrique de 0° ? De 180° ?
Réconciliation
Kepler va essayer de déterminer si la somme des impulsions fournies par l'aimant (qui sont chacune mesurées par le sinus de l'anomalie égalée, CN, en bleu) est égale au sinus inverse de l'anomalie excentrique, HI, en rouge. Remarque que la ligne BG (non dessinée), si on l'étend, atteindrait le centre de l'orbite, faisant de GI l'anomalie excentrique, et HI son sinus inverse – la mesure du balancement du chapitre 56. Pour étudier les effets de la puissance magnétique, Kepler décide d'additionner les sinus pour les 90 premiers degrés du cercle, et de comparer cette somme à la somme des sinus inverses. Cependant, plutôt que d'ajouter CN, il utilise GH, le sinus de l'anomalie excentrique, car les deux sont très proches. Il va trouver que cela fonctionne incroyablement bien, même si la somme des sinus est légèrement plus grande que celle des sinus inversés (Clique ici pour un tableur Excel de la somme des sinus comparée aux sinus inverses).
	


Kepler est-il en train de faire une intégrale ? Peux-tu trouver une manière de démontrer que la somme des sinus est exactement celle des sinus inverses ?
Mais cette légère erreur confirme son hypothèse – comme le sinus de l'anomalie égalée (CN) est toujours légèrement plus petit que le sinus de l'anomalie excentrique (GH), Kepler se dit que cette erreur va se corriger d'elle-même : la somme des plus petits sinus devrait nous donner précisément le sinus inverse de l'anomalie excentrique.
Par cette démonstration fulgurante, les distances diamétrales de Kepler passent du statut de simples commodités géométriques à celui de nécessités physiques, en accord avec l'action de l'aimant.
Mais comment le mécanisme magnétique peut-il être maintenu ? L’axe de la Terre n’est pas droit lorsque nous nous trouvons sur les apsides, comme cela devrait être le cas si cette puissance magnétique était alignée avec l'axe de la Terre. Même si Kepler ne le fait pas remarquer ici, le fait que les équinoxes rétrogradent alors que l’aphélie progresse, indique que la puissance magnétique ne peut pas s’exercer dans la direction de l'axe. Il n’existe aucune partie de la Terre qui pointe toujours dans la même direction, à l'exception de l'axe ; mais l’axe ne pointe pas dans la bonne direction par rapport à ce que nous recherchons ici.
Bien que l’hypothèse magnétique donne les bonnes distances, il n’y a pas de possibilité physique de garder l’aimant pointé dans la bonne direction – ce qui montre l’échec de cette hypothèse.

	


Un esprit planétaire ?
Suite à cet échec, Kepler propose que la planète soit dotée d’un esprit. Cet esprit pourrait utiliser le changement de la taille apparente du Soleil comme guide de son mouvement. Kepler prouve que quand les distances diamétrales du chapitre 56 sont utilisées, l'augmentation de la taille apparente du Soleil (mesurée en tant que taille angulaire apparente) est mesurée par le sinus inverse de l'anomalie égalée.
Ici, ν est la position excentrique de la planète à 90° d'anomalie égalée, avant le que le balancement du chapitre 56 ne soit appliqué. Ce balancement met la distance planétaire en ο. Kepler prouve que οζ est à ογ ce que ζξ est à γζ, ce qui signifie, par une preuve d’Euclide, que l'angle ζξγ est bissecté par ξο. 

Mais si ζξο et οξγ sont égaux, alors l'angle αοξ, la taille apparente du Soleil à 90° d'anomalie égalée, est plus grand que αζξ d’autant qu’il est plus petit que αγξ. Par conséquent, la taille apparente du Soleil a achevé la moitié de son augmentation en même temps que le sinus inverse de l'anomalie égalée a achevé la moitié de son augmentation (0 en γ ; 100 000 en ο ; 200 000 en ζ). 

Après un travail plus poussé pour tenter de montrer l’existence de cet esprit, Kepler n'est toujours pas satisfait. Il laisse donc ouverte la question de la cause naturelle (magnétique) ou de l’existence d’un esprit planétaire, remarquant que la cause naturelle avait l’avantage de nous donner une « splendide occasion pour le mouvement de l'aphélie ».
Une orbite physique
Que ce soit pour l'aimant ou pour l'esprit, le centre de l'orbite n'est désormais plus nécessaire. 
Pour l’hypothèse de l'aimant, l'action constante de sa puissance, proportionnelle au sinus de l'anomalie égalée, produit un effet équivalent au sinus inverse de l'anomalie excentrique, mais l'anomalie excentrique n'est plus alors qu'un simple point de mesure. Son existence n'est plus nécessaire – le balancement du chapitre 56 est fait seulement en considérant une force déterminée par l'anomalie égalée. 
Pour l'hypothèse de l'esprit planétaire, le sinus de l'anomalie égalée peut être connu physiquement par la planète, et le sinus inverse de l'anomalie égalée est utilisé comme référence pour la taille du corps du Soleil requise.
Ainsi, l'anomalie excentrique, et le centre lui-même, ne sont plus nécessaires ! Avec la disparition de l'orbite circulaire, s’envole aussi la nécessité d’avoir un point duquel la planète est toujours à égale distance.
« Et ensuite la cause pourquoi B [le centre] serait regardé étant enlevé, l'effet est également enlevé. Mais si le cercle doit être accompli, le centre doit être regardé. En vérité les orbites des planètes ne sont pas parfaitement circulaires, ce qui est prouvé au chapitre 42 à partir des observations. Donc les planètes ne visent pas vers le centre. Et de la sorte le centre lui-même est comme un centre postérieurement au chemin de la planète lui-même. Si assurément il était regardé par la planète, il existerait avant le chemin même ». (page 359) 

Le centre n'existe plus de lui-même comme position géométrique : il est physiquement déterminé comme étant le résultat des causes physiques gouvernant le mouvement de la planète.
Allez, on bouge...
Maintenant que Kepler a une justification physique des distances diamétrales du chapitre 56, il va reprendre les erreurs dans les équations qu'il avait trouvées en appliquant cette hypothèse.

CHAPITRE 58
Correction de l’orbite boursouflée, 

Création de l’ellipse

« De plus, entre le cercle et l'ellipse rien en s'interpose, si ce n'est une autre ellipse. Donc l'ellipse est le chemin de la planète ». (page 366)
Une erreur dans les équations
Les distances déterminées dans le chapitre 56 sont bonnes, mais Kepler doit maintenant calculer les bonnes équations. En testant son hypothèse, il trouve que la planète est de 5½' en avance de ce qu'elle devrait être dans le quadrant supérieur, et de 4' en retard dans le quadrant inférieur. Mécontent de se retrouver avec une si grande erreur, Kepler rejette son hypothèse du chapitre 56, qui pourtant avait trouvé écho dans les distances des chapitres 51 et 53 et dans les arguments physiques du chapitre 57. Il se remet alors à penser à une orbite en forme d'ellipse. Mais :
« La vérité, et la vraie nature des choses, bien que répudiée et condamnée à l'exil, revinrent par la petite porte ». (page 366, retraduit)
Changeons légèrement l'hypothèse du balancement : 

	


La distance de la planète est déterminée par la longueur diamétrale AE. Cette longueur est reportée avec un compas dont la pointe se trouverait en A. Elle intersecte la ligne BD en I, et la perpendiculaire DC en F. Dans le chapitre 56, Kepler plaçait la planète en I, ce qui lui donnait une équation trop grande de 5½'. Maintenant, il la place en F. 

Ce léger changement corrige l'équation, et fait que la planète se déplace sur une ellipse ! Cette ellipse se trouve entre le cercle du chapitre 43 et l'ellipse du chapitre 47. 

« Et l'excès de l'un est égal au manque de l'autre. De plus, entre le cercle et l'ellipse rien ne s'interpose, si ce n'est une autre ellipse. Donc l'ellipse est le chemin de la planète, et la lunule retranchée du demi-cercle a la moitié de la première largeur, à savoir 429 ». (page 366)
Kepler reprend son raisonnement : l'erreur dans les équations suggère une ellipse entre le cercle et la première ellipse, tandis que les distances déterminées dans les chapitres 51 et 53 suggèrent les distances diamétrales, qui sont soutenues par l'hypothèse physique du chapitre 57. Que doit donc choisir Kepler : l'ellipse ou le balancement diamétral ? Rendu fou par ce choix à effectuer, Kepler réalise finalement qu'il n'a pas à choisir : 

« Ô, que j'étais ridicule ! Comme si le balancement sur le diamètre ne pouvait convenir à une voie selon une ellipse ». (page 367) 

Une comparaison
Voici une comparaison entre l'orbite boursouflée du chapitre 56 (en vert), et le nouveau chemin elliptique développé dans le chapitre 58 (en rouge) : 
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Un autre angle de vue
Voici un autre diagramme du passage de l'orbite gonflée à l'orbite elliptique. L'orbite gonflée du chapitre 56 place la planète en Z quand Z est sur la ligne HK, et la longueur NZ est égale à KT. Kepler place maintenant la planète en M, qui est éloigné de N d'une longueur égale à KT. Placer la planète au point M fait qu'elle se déplace selon une ellipse. Les 3 longueurs égales KT, NZ, et NM, sont toutes en bleu. 
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CHAPITRE 59
Mesurer la distance elliptique avec une aire circulaire

Maintenant que nous avons déterminé le véritable chemin elliptique de la planète dans le chapitre 58, une question reste en suspens : comment appliquer les mathématiques à ce moyen de générer l'orbite – comment peut-on prévoir la position de la planète ? Les distances Soleil-planète peuvent-elles être additionnées sans les erreurs discutées dans les chapitres précédents, lorsque la planète était sur un cercle ? Kepler introduit ici plusieurs théorèmes pour sa démonstration, dont la plupart sont présentés ici.
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Théorème I : Le même rapport subsiste entre les perpendiculaires à l'ellipse et au cercle, peut importe où elles sont placées. Le rapport entre les lignes rouges et les lignes vertes reste le même aux différents points de la figure.
Théorème II : Le rapport entre l'aire totale de l'ellipse et l'aire totale du cercle est le même que le rapport entre les longueurs du Théorème I.
Théorème III : Le même rapport subsiste entre l'aire rouge et la verte. Par conséquent, pour déterminer comment diviser l'aire d'une ellipse dans une proportion donnée, il suffit de trouver comment diviser l'aire du cercle selon le même rapport, ce qui est bien plus facile (nous verrons cela dans le chapitre 60).

Théorème IV : « Le cercle étant divisé en un nombre quelconque d'arcs égaux par des perpendiculaires de ce mode, l'ellipse est divisée en des arcs inégaux, et ceux qui sont vers les sommets possèdent un rapport maximal ; ceux qui sont dans les lieux moyens, un rapport minimal ». (page 370)
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Aux longitudes moyennes, les arcs elliptiques sont quasiment aussi longs que les arcs circulaires, alors qu'aux apsides, les arcs elliptiques sont bien plus courts.
Théorème V : « Toute la circonférence elliptique est très près de la moyenne arithmétique entre le cercle de diamètre plus long et le cercle de diamètre plus court ».
C'est presque vrai, mais pas exact. La moyenne arithmétique est plus proche de la circonférence que ne l'est la moyenne géométrique dont parle Kepler dans le chapitre 48. Les calculs nous donnent les résultats suivant pour une ellipse dont l'excentricité est de 9 265 :
Circonférence réelle : 626 968
Moyenne arithmétique : 626 967
Moyenne géométrique : 626 966 (voir note de bas de page)
Théorème VI : « Les aiguilles des carrés divisés proportionnellement sont mutuellement comme les carrés ». (page 371) 
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Les aiguilles rouges de gauche sont plus grandes que celles de droite, dans la même proportion que le carré violet de gauche est plus grand que le carré violet de droite. 

Théorème VII : « Si de l'extrémité du plus court diamètre dans la circonférence de l'ellipse, est déployée la ligne égale au demi-diamètre le plus long, de telle sorte qu'elle soit terminée sur le demi-diamètre le plus long lui-même : la droite qui est placée entre ce point et entre le centre, est capable de l'aiguille que le carré du demi-diamètre le plus long met autour du carré du demi-diamètre le plus court ». (page 371)
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Une autre façon de le voir. L'hypoténuse de ce triangle a une longueur égale au demi-diamètre le plus long. Si on enlève au carré de l'hypoténuse le carré du plus petit demi-diamètre, il reste l'aiguille mauve, l'aire du côté sur le diamètre. Cette technique permet de déterminer où se trouvent les foyers d'une ellipse, comme on le voit dans l'animation qui suit.
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Si tu dessines une ellipse en utilisant une ficelle tenue en deux points (les foyers), une singularité surgit lorsque tu arrives aux points de l'axe majeur – il est clair que la longueur totale de la ficelle est égale à l'axe majeur. Il est possible d'utiliser cette méthode pour trouver les foyers. La barre espace permet de mettre l'animation sur pause.
Théorème VIII : « Si un cercle est divisé en un nombre quelconque ou en une infinité de parties, et si les points de division sont reliés avec un certain point, hormis le centre, à l'intérieur du cercle embrassé, et s'ils sont reliés de même avec le centre : la somme des droites qui viennent du centre sera plus petite que la somme de celles qui viennent de l'autre point ». (pages 371)
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Ici, la ligne violette qui connecte les deux points opposés en passant par le centre est plus petite que la somme des lignes mauves qui connectent ces points en passant par le foyer. Ce problème était survenu dans le chapitre 40, nous empêchant d'utiliser l'aire pour mesurer la somme des distances : la somme des distances est plus grande que l'aire du cercle.
Théorème IX : « Si d'autre part les lignes qui sont déterminées par les perpendiculaires abaissées depuis ce point sur celles qui vont par le centre, sont prises pour les lignes à partir du point excentré, ce qui est si les distances diamétrales sont prises pour les circonférentielles, (…) alors la somme de celles qui sont menées du centre, égale leur somme ». (page 372)
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Si, au lieu de la ligne mauve, la jaune-verte et la bleue-verte sont utilisées, leur somme est le diamètre. Effectuer cette opération pour chaque degré de la circonférence génère une somme de distances égale à la somme de celles dessinées depuis le centre.
Kepler démontre en plus que la somme des distances sur une portion du cercle est mesurée par l'aire balayée sur cette portion du cercle.

Théorème X : Peut-être te dis-tu que Kepler utilise des divisions égales du cercle dans le Théorème IX, ce qui donne une division inégale de l'ellipse. Mais que se passerait-il si nous divisions l'ellipse en portions d'arc égales, et que nous regardions la somme des distances Soleil-planète le long de ces arcs elliptiques ? Cette somme serait-elle mesurée par l'aire ? Pour les mêmes raisons que celles données dans le Théorème VIII, la réponse est non.
« L'aire de l'ellipse n'est pas propre à la mesure de la somme des distances des arcs égaux de sa circonférence elliptique ». (page 373)
Théorème XI : « Ces choses étant ainsi posées d'avance, j'exposerai maintenant la démonstration. Si dans l'ellipse divisée comme dans l'élément IV ci-dessus, les perpendiculaires étant abaissées à partir des arcs égaux du cercle, les points de division du cercle et de l'ellipse sont joints avec le point qui fut trouvé dans l'élément VII : je dis que les droites qui sont menées dans la circonférence du cercle sont des circonférentielles ; de plus celles qui sont établies à un nombre égal de degrés depuis l'apside de l'épicycle dans la circonférence de l'ellipse, sont des diamétrales ». (page 373)
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Cette méthode de construction de l'ellipse est celle du chapitre 58. Par construction, NM = KT. Pour comprendre ce que signifie les termes distance circonférentielle et distance diamétrale, jette un coup d'œil à la figure suivante.
« Je dis que NK est la circonférentielle αδ (cela est démontré au chapitre 2), et que NM est la diamétrale ακ ». (page 373)
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Sur ce diagramme repris du chapitre 39, δ est sur la circonférence de l'épicycle, κ est sur la ligne coupant le diamètre de l'épicycle.
En utilisant la construction du chapitre 58, les distances du Soleil aux points situés sur l'ellipse (NM) peuvent être additionnées pour obtenir la même aire que celle du cercle (Théorème IX). Ce qui signifie que nous pouvons utiliser l'aire du cercle pour mesurer la somme des distances ! Et comme la somme des distances mesure le temps parcouru pour passer par chacune de ces distances, l'aire devient ainsi une vraie mesure du temps. Rappelle-toi, Kepler ne pensait pas au départ que l'aire puisse donner une mesure exacte du temps !
Théorème XII : « Bien plus, ceci provenant de la même chose, est encore visible, à savoir : l'aire du cercle en totalité et par chacune des parties, est faite la mesure naturelle de la somme des lignes par lesquelles sont distants les arcs du chemin planétaire elliptique, depuis le centre du Soleil ». (page 374)
Théorème XIII : Certains pourraient objecter qu'il faudrait prendre des arcs elliptiques égaux plutôt que les arcs circulaires égaux présentés ici.
« Il est répondu que l'arc d'ellipse dont l'aire AKN mesure les délais, doit être certainement divisé en parties inégales, et que celles qui sont plus voisines des apsides sont plus petites ». (page 375) 

Kepler réalise que s'il n'avait pas utilisé des arcs inégaux, la planète se serait déplacée trop vite au niveau des apsides. De plus, la somme des distances de la planète au niveau des longitudes moyennes est égale à la somme de ses distances aux apsides (par construction). Donc si les arcs étaient tous égaux, la somme des aires serait plus grande aux apsides qu'aux longitudes moyennes, même si la somme des distances était la même. Cela donne une raison d'avoir des arcs plus courts aux apsides, mais sont-ils aussi courts que dans la construction de Kepler ? Il le montre juste après.
Théorème XIV : Celui-ci, c'est un sacré morceau ! Plus de choses seront dites ici dans un lointain futur. Pour l'heure, cher lecteur, nous t'invitons à te référer à L'Abrégé d'astronomie copernicienne, Livre V, Partie I, chapitre 4, où Kepler donne une explication bien plus claire, exprimant ses regrets de n'avoir pas réussi à simplifier ses explications dans La Nouvelle astronomie.
Il peut être utile d'insérer ici un raffinement dans la pensée de Kepler, tel qu'il l'exprime dans son Abrégé : il reconsidère son hypothèse des distances du chapitre 33. Il divise le mouvement de la planète en deux composants : le mouvement autour du Soleil, causé par la vertu solaire, et le balancement qui rapproche ou qui éloigne du Soleil, causé par une autre vertu. Quand ces deux composants sont considérés séparément,
« Les délais du temps semblent être égaux non aux arcs égaux en soi, mais à leurs égales progressions autour du Soleil, à la même distance du Soleil ».
Bien que les arcs de l'ellipse soient maintenant divisés de façon inégale, ils correspondent à des divisions égales du mouvement périodique, sans le balancement. Les arcs sont donc plus grands aux longitudes moyennes, car c'est là que la puissance de balancement est la plus forte. 

Théorème XV : Comme il a été démontré que l'aire elliptique est la mesure appropriée du temps, et que les aires circulaires sont proportionnelles aux aires elliptiques (Théorème III), l'aire balayée sur le cercle peut être utilisée pour mesurer le temps. Ce qui est bien plus facile que d'utiliser directement l'aire de l'ellipse !

Confirmation
Quand Kepler teste cette hypothèse, au lieu d'avoir une erreur de 5½' comme dans l'hypothèse "gonflée", il trouve que

« quand NM doit être appliqué à la ligne KH pour qu'elle fût ZN, et ainsi puisque j'avais recherché l'anomalie égalée MNA, lui attribuant celle de l'anomalie moyenne AKN, manifestement les équations différaient de mon hypothèse suppléante du chapitre 16 ». (page 378) 

Voici une animation qui superpose l'hypothèse suppléante sur la véritable orbite elliptique du chapitre 58. L'hypothèse suppléante est en violet : l'équant, le centre, la position de la planète, et l'orbite. La vraie orbite est en pointillés rouges. Et cela correspond parfaitement : le Soleil voit la planète selon l'hypothèse du chapitre 58 à la même longitude qu'il la verrait selon l'hypothèse suppléante ! Vu que c'est difficile à voir, une autre animation avec une excentricité exagérée est présentée ci-dessous. 
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Difficulté !
Tu n'es certainement pas le seul à avoir pensé que ce chapitre est difficile. Kepler conclut :
« Si quelqu’un pense qu’une obscurité naît de ce débat, (…) il verra qu'il y a certaines matières de nul plaisir d'esprit, qui pourraient être rapportées de telle sorte qu'elles seraient comprises par une lecture à la course. Il est nécessaire de méditation et d'une réflexion très serrée des choses dites ». (page 378)
Note du Théorème V
Des calculs pour des ellipses de grande excentricité montrent plus clairement la différence entre la moyenne arithmétique et la vraie circonférence de l'ellipse. Par exemple, pour une ellipse avec un demi-axe mineur de 1 et un demi-axe majeur de 2, on obtient les circonférences suivantes : 

Circonférence réelle : 9.68845

Moyenne arithmétique : 9.42478

Moyenne géométrique : 8.88577
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Nous pouvons ainsi voir pourquoi Kepler a raison de rejeter la moyenne géométrique, en faveur de la moyenne arithmétique entre les cercles inscrits et circonscrits, même si ce n'est pas encore parfaitement correct. La détermination de la circonférence exacte nous conduit au calcul de Leibniz et aux fonctions elliptiques. Voir le chapitre 48 pour plus d'informations.

CHAPITRE 60
Le problème de Kepler
Comme l'a démontré Kepler dans le chapitre 59, bien que les planètes se déplacent sur des orbites elliptiques, il est possible (et en fait nécessaire) d'utiliser une aire circulaire pour mesurer la somme des distances planète-Soleil, et ainsi calculer l'anomalie moyenne, c'est-à-dire le temps.
3 anomalies
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Voici les 3 anomalies du chapitre 59. L'anomalie excentrique est la ligne en bleu clair dessinée par le chemin de la planète. C'est ce qui mesure l'angle que la planète a effectué du point de vue du centre rouge. L'anomalie égalée est l'arc orange, qui mesure l'angle qu'a effectué la planète du point de vue du Soleil. L'anomalie moyenne (le temps) est l'aire du cercle définie par le mouvement de la planète vu depuis le Soleil. C'est la section circulaire d’aire circulaire rouge plus le triangle vert.
Pour que Kepler puisse mettre sa théorie en pratique, il lui faut pouvoir passer d'une anomalie à l'autre.

 

Obtenir l'anomalie moyenne à partir de l'anomalie excentrique
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En commençant avec l'anomalie excentrique (l'angle bleu), il est facile de trouver l'anomalie moyenne (l'aire totale : rouge et vert). Pour cela, créons d'abord la section rouge : l'angle bleu est aux 360°, ce que l'aire de la section est à l'aire de tout le cercle. Ensuite, ajoutons le triangle vert. L'aire d'un triangle est égale à la moitié de sa base multipliée par la hauteur ; ici la base du triangle vert (qui bouge) est toujours l'excentricité entre le Soleil et le centre de la planète, nous ne devons donc nous soucier que de sa hauteur. La ligne en pointillés bleus mesure la hauteur du triangle, qui est le sinus de l'angle bleu. Ainsi, l'aire d'un triangle est à l'aire d'un autre triangle ce que le sinus de l'angle bleu est au sinus d'un autre angle bleu. Donc nous ajoutons la section, que nous connaissons, à l'aire du triangle, que nous connaissons (en utilisant la table des sinus correspondant à la hauteur), et ainsi nous obtenons l'anomalie moyenne.
Exemple numérique
Prenons une excentricité qui fait ¼ du rayon, et une anomalie excentrique (l'angle bleu) de 30°. L'aire de la section circulaire est l'aire entière du cercle (πr² = π, car nous prenons r = 1) multipliée par la portion de cercle que nous avons, donc :

Aire de la section circulaire = π x (30°/360°) = π/12

Maintenant, prenons le triangle. Sa base est de ¼ du rayon (l'excentricité) et sa hauteur de Sin(30°), qui est ½. Son aire = ½ (base x hauteur)
Aire du triangle = ½ x ¼ x ½ = 1/16

Donc anomalie moyenne = π/12 + 1/16
Obtenir l'anomalie égalée à partir de l'anomalie excentrique
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Si l'arc AK, tel qu'il est vu depuis le centre H, est connu, alors LH est son cosinus (« sinus de son angle complémentaire » pour Kepler). HN est l'excentricité connue. Les triangles LHK et THN sont similaires (ils ont en commun l'angle en H), donc KH est à HL ce que HN est à HT. Nous connaissons donc HT. Dans la construction de Kepler, la longueur brune MN est rendue égale à KT (c'est comme ça qu'il génère ses ellipses). Ainsi, dans le triangle MLN, nous connaissons MN et LN. Il ne nous reste plus qu'à trouver l'angle qui a pour cosinus LN/MN, et nous connaîtrons l'angle égalé.
« L'angle LNM de l'anomalie égalée ne sera donc pas ignoré ». (page 380)
Exemple numérique
Prenons à nouveau l'excentricité HN égale à ¼ du rayon, mais avec cette fois un angle d'excentrique à 60°. HK est le rayon de 1, et le cosinus LH de 60° est égal à ½. Comme HK est à LH (1 : ½) ce que HN est à HT (1/4 : HT), alors HT = 1/8. Nous pouvons donc additionner HK et HT pour obtenir MN = 9/8. Nous pouvons aussi additionner LH et HN pour avoir LN = ¾.

Ainsi, l'angle égalé LNM que nous recherchons a pour cosinus LN/MN = (3/4) / (9/8) = 2/3. En prenant la table trigonométrique, nous trouvons que l'anomalie égalée, l'angle LNM avec son cosinus de 2/3, mesure 48°11'23''.

 

Obtenir l'anomalie excentrique à partir de l'anomalie égalée
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Là, c'est un peu plus difficile ! Kepler nous donne ici plusieurs méthodes de calcul ; nous n'allons prendre ici que la dernière, pages 383-384.
Le but est de déterminer la longueur LH, qui est le cosinus de l'angle d'excentrique recherché LHK. Utilisons le rayon HK = 1, et l'excentricité HN = e.
Premièrement nous avons l'angle LNM, et nous allons regarder son cosinus : LN = MN x Cos (LNM).

Comme LH = LN - HN, donc LH = MN x cos LNM - HN, ou

comme MN = HK + HT = 1 + HT, alors LH = (1 + HT) cos LNM - e.
Mais nous savons aussi des triangles similaires HLK et HTN, que LH : HK = HT : HN, ou LH : 1 = HT : e, ce qui veut dire que LH = HT / e 

Combinons, avec LH = LH : 


HT / e = (1 + HT) cos LNM - e 

Multiplions les deux côtés par e : 

HT = e cos LNM + e HT cos LNM - e² 

Isolons HT : 




HT (1 - e cos LNM) = e cos LNM - e² 

Divisons : 




HT = (e cos LNM - e²) / (1 - e cos LNM) 

Tout ce qu'il nous reste à faire, c'est d'utiliser nos bonnes valeurs pour le cosinus de LNM et notre excentricité e, et nous aurons LH. Et comme LH est le cosinus de l'angle AHK, nous pourrons alors consulter notre table trigonométrique.
Exemple numérique
Utilisons l'exemple de Kepler, et prenons l'excentricité HN (e) égale à 0.09265, et notre angle égalé LNM à 30°. Nous savons que : 

    LH 
= (cos 30° - 0.09265) / (1- 0.09265 x cos 30°) 

= (0.866025 - 0.09265) / (1 - 0.09265 x 0.866025) 

= 0.773375 / 0.919763 

= 0.84084
Et avec la table, nous voyons que l'angle dont le cosinus est 0.84084 mesure 32°46', comme le dit Kepler à la page 384 (33°18’ dans la version française de La Nouvelle astronomie).
Obtenir l'anomalie excentrique à partir de l'anomalie moyenne
[image: image42.png]



« Mais l'anomalie moyenne étant donnée, il n'y a aucune méthode géométrique pour parvenir à l'anomalie égalée, c'est-à-dire à l'anomalie de l'excentrique. En effet, l'anomalie moyenne est composée de deux portions d'aire, un secteur et un triangle ; desquels le premier certes est calculé par l'arc de l'excentrique, l'autre par le sinus de son arc multiplié par la valeur du triangle maximal, les derniers étant supprimés.

« Mais les rapports entre les arcs et leurs sinus sont en nombre infini. Et ainsi la somme des deux étant posée d'avance, il ne peut être dit combien grand est l'arc, combien son sinus correspondant à cette somme, à moins que nous n'examinions avant combien grande deviendrait l'aire ; ce qui est à moins que tu n'aies construit les tables, et que tu opères ainsi à partir d'elles. 
« Ceci est mon opinion. Par le fait qu'elle semblera posséder moins de beauté géométrique, j'exhorte d'avantage les géomètres, afin qu'ils résolvent pour moi ce problème : 
« L'aire d'une partie du demi-cercle étant donnée, et un point du diamètre étant donné, trouver l'arc et l'angle en ce point dont l'aire donnée est comprise entre l'arc et les côtés de l'angle. Ou : partager dans un rapport donné l'aire du demi-cercle à partir d'un point quelconque du diamètre. 
« Il me suffit de croire ne pouvoir résoudre à priori à cause du genre différent de l'arc et du sinus. Pour moi hésitant, quiconque aura montré le chemin, celui-là sera pour moi un grand Apollonius ». (page 384)

Exemple numérique
Essaie donc de trouver, cher lecteur, l'anomalie excentrique (l'angle bleu) correspondant à une anomalie moyenne (l'aire combinée rouge et verte) de 1/6. Cela revient à trouver l'angle excentrique correspondant à la position de la planète après qu'elle ait parcouru 1/6ème du chemin de son orbite : ce qui nous dévoilerait sa position future. N'est-ce pas là le but de l'astronomie ? Alors au boulot !
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